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序序序 言言言

科学的唯一目的是人类精神的光荣. —— C. G. J. Jacobi

在过去的二十多年里, 非线性发展方程在调和分析技术的推动下取得了较

大的发展, 本书将较为系统地介绍非线性发展方程的调和分析方法.

众所周知, 解发展方程需要我们选取适当的函数空间为工作空间. 当今采

用大部分函数空间都是建立在Lebesgue积分1 这一基石之上的. 但意味深长的

是, Lebesgue积分在很长的岁月里甚至不为法国数学界所承认. Lebesgue的回

忆充满了苦涩：只要他试图参加一个数学讨论, 总会有分析学家说：“这里不

会使你感兴趣, 我们在讨论有导数的函数.”或者有几何学家说:“我们在讨论

有切平面的曲面.”不难想象, 年轻的Lebesgue内心是何等受伤, 新的数学思想

的成长往往就是这样的不易. 数学带给了数学工作者太多的悲喜, 这是难于用

语言来表达的.

但是, 作者相信, 在过去的二十多年里, 非线性发展方程的许多重要进展

带给了我们很多的喜悦, 至少, 从局部历史来看是这样. 作者试图将这些重要

的进展较为系统地记录在本书内, 和这一方向的同仁、特别是有志于从事这一

方向的年轻人一同分享这些成就.

调和分析方法应用到非线性发展方程起源于上个世纪70年代末R. S.

Strichartz等人关于线性波方程解的时间―空间估计, 随后这些时空估计结合

半群理论开始成为研究非线性发展方程强有力的方法. 进入上个世纪90年代,

调和分析的很多重要思想和技术, 如二进制分解技术、乘子理论、振荡积分理

论、Besov空间等开始应用到非线性发展方程, 非线性发展方程的理论得到很

大推进和丰富. 另一方面, 非线性发展方程的研究也推动了调和分析的发展, 一

些新的函数空间框架、新的算子类被人们在研究非线性发展方程时所发现. 有

我国大理学家朱熹的一首诗为证：

观书有感

—–朱熹

半亩方塘一鉴开, 天光云影共徘徊.

问渠哪得清如许, 为有源头活水来.

举其大者, 就有J. Bourgain, S. Klainerman 和M. Machedon 于1993 年将𝑋𝑠,𝑏

空间应用到色散波方程的研究, 𝑋𝑠,𝑏 的优势是能够很好地处理非线性项中的

1Henri Lebesgue, 1875-1941, 法国数学家, 1902年发表《积分、长度与面积》一文, 标志

着Lebesgue积分的创立.
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· vi · 序 言

导数; 1999年Bourgain 发现“局部能量分离方法”, 用于研究散射算子的存在性;

“I-乘子方法” 被T. Tao 的研究小组发现, 可以有效地解决具有低正则性初值

的色散波方程的整体适定性; C. E. Kenig 和F. Merle 等人将椭圆方程的集中

紧性方法发展到了聚焦情形的色散波方程. 最近频率一致分解技术也在发展方

程理论得到系列应用. 作者们相信, 未来会有更深入的调和分析理论用到偏微

分方程的研究.

具体说来, 本书要详细介绍一类非线性色散(dispersive)波方程如非线

性Schrödinger 方程、非线性Klein-Gordon方程、KdV方程, 非线性抛物型方

程如Navier-Stokes方程, Boltzmann 方程等一类重要发展方程的调和分析方

法. 介绍这类方程的解的整体适定性. 对色散波方程, 还要介绍它们的散射算

子的存在性内容. 本书第1、2、3、4、6章是由第一作者完成的, 第5章是由霍

朝辉和郭紫华写的, 第一作者修改的, 第7章是由郝成春完成的, 第8章是由霍朝

辉写的. 其中第2、3、4、5、6章很多结果都是作者们根据前沿文献给出了新

的证明或简化.

本书需要张恭庆、林源渠所著的《泛函分析》(上册)为基础, 特别需要读

者熟悉广义函数、Fourier变换的有关基本内容, 除此之外, 不需要读者熟悉很

多调和分析内容.

本书主要内容第一作者在北京大学讲过多遍. 本书的部分内容第一作者曾

在香港中文大学, 浙江大学讲述过, 作者感谢辛周平教授, 陈杰诚教授的宝贵意

见. 作者们很高兴能借此书出版的机会向导师周毓麟、孙和生、郭柏灵、肖玲

和彭立中诸位先生表示衷心感谢; 第一作者也要特别感谢张恭庆、丁伟岳和田

刚诸位先生所给予的各方面的帮助, 同时借本书出版的机会, 深切怀念入门导

师王廷辅先生.

2010年5月于北京大学



第第第一一一章章章 Fourier乘乘乘子子子、、、函函函数数数空空空间间间𝑋𝑠
𝑝,𝑞

对自然界的深入研究是数学发现的最丰富的源泉. —— J. Fourier1

本章我们将简要介绍调和分析的一些必要内容.我们需要读者熟悉Fourier

变换、Schwartz空间、缓和分布空间的基本内容, 这些内容可以在许多标准

教科书中找到, 我们将这些结果列在第一节, 证明可见[182]. 本章后面几

节是本书用到的调和分析的一些基本内容, 将介绍Fourier乘子、Besov空间

𝐵𝑠
𝑝,𝑞、Triebel-Lizorkin空间 𝐹 𝑠𝑝,𝑞、嵌入等理论, 大部分结果都给出了完整的证

明. 若想了解更多这些内容, 可见[11, 157]. 本书采用了一些PDE领域通用的

记号, 正文不再交待, 可见附录一. 我们想提醒读者, Triebei 空间, Bessel 空间

𝐻𝑠
𝑝 (𝐻𝑠 = 𝐻𝑠

2) 和通常 Sobolev 空间之间有下面的关系:

𝐹 𝑠𝑝,2 = 𝐻𝑠
𝑝 , 𝐻𝑚

𝑝 =𝑊𝑚
𝑝 , 𝐹 𝑠2,2 = 𝐻𝑠, ∀ 𝑠 ∈ R, 𝑚 ∈ Z+, 1 < 𝑝 <∞.

S1.1 Schwartz函函函数数数、、、缓缓缓增增增分分分布布布、、、Fourier变变变换换换

设𝛼 = (𝛼1, ..., 𝛼𝑛)表示多重指标,

𝐷𝛼 = 𝜕𝛼1
𝑥1 ...𝜕

𝛼𝑛
𝑥𝑛 , 𝜕𝛼𝑖

𝑥𝑖 = 𝜕𝛼𝑖/𝜕𝑥𝛼𝑖
𝑖 , |𝛼| = 𝛼1 + ...+ 𝛼𝑛, 𝑥𝛼 = 𝑥𝛼1

1 ...𝑥𝛼𝑛
𝑛 .

我们用𝐶∞(R𝑛) 表示定义在𝑛 维欧氏空间R𝑛上的无穷次可微函数. 引入下面

的函数类:

S = {𝜑 ∈ 𝐶∞(R𝑛) : 𝑝𝑘(𝜑) <∞},

𝑝𝑘(𝜑) = sup
𝑥∈R𝑛

(1 + |𝑥|2)𝑘/2
∑︁
|𝛼|6𝑘

|𝐷𝛼𝜑(𝑥)|. (1.1.1)

容易验证𝑝𝑘(·) 为S上的范数, 从而也是半范数, 由线性拓扑空间的一般理论,

S按照半范数族{𝑝𝑘}∞𝑘=0生成局部凸的拓扑线性空间, 被称为Schwartz空间, 此

空间中的函数被称为Schwartz函数, S的基本零邻域系为

𝐵𝑘,𝜀 = {𝜑 ∈ S : 𝑝𝑘(𝜑) < 𝜀}, 𝑘 ∈ Z+ = {0, 1, 2, ...}, 𝜀 > 0.

我们用S ′ := S ′(R𝑛)表示S上连续泛函的全体, 其上赋强拓扑, 在强拓扑意义

下, S ′ =也是局部凸拓扑空间, 被称为是缓增分布空间. 其上的基本零邻域为

𝑈𝐵,𝜀 =

{︃
𝑓 ∈ S : sup

𝜑∈𝐵
|𝑓(𝜑)| < 𝜀

}︃
,

1Joseph Fourier (1768–1830), 法国数学家, 法国分析学派公认的代表.

1
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其中𝐵为S中有界集,用𝑓(𝜑)表示泛函𝑓作用在𝜑的值.对𝜑, 𝜓 ∈ S ,引入Fourier(逆)变

换

̂︀𝜑(𝜉) = (F𝜑)(𝜉) = (2𝜋)−𝑛/2
∫︁
R𝑛

𝑒−i𝑥·𝜉𝜑(𝑥)𝑑𝑥,

𝜓(𝑥) = (F−1𝜓)(𝑥) = (2𝜋)−𝑛/2
∫︁
R𝑛

𝑒i𝑥·𝜉𝜓(𝜉)𝑑𝜉. (1.1.2)

其中𝑥·𝜉 = 𝑥1𝜉1+...+𝑥𝑛𝜉𝑛 (很多时候我们干脆记𝑥·𝜉 = 𝑥𝜉). 空间S在Fourier分

析中扮演着重要的角色, S和Fourier变换之间十分和谐, 这大致上可以从下面

的命题看出.

命命命题题题1.1.1. 设𝜑 ∈ S . 则

̂︂𝐷𝛼𝜑(𝜉) = i|𝛼|𝜉𝛼̂︀𝜑(𝜉), 𝐷𝛼̂︀𝜑(𝜉) = (−i)|𝛼|̂︂𝑥𝛼𝜑(𝜉),
F−1(F𝜑) = 𝜑.

进一步, F (F−1) : S → S 为一一映上的连续映射, 即同胚映射.

命命命题题题1.1.2. 设𝜑, 𝜓 ∈ S . 则∫︁
R𝑛

𝜑(𝑥) ̂︀𝜓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

̂︀𝜑(𝑥)𝜓(𝑥)𝑑𝑥.
可以定义S上的卷积𝜑 * 𝜓 如下:

𝜑 * 𝜓(𝑥) =
∫︁
R𝑛

𝜑(𝑥− 𝑦)𝜓(𝑦)𝑑𝑦.

命命命题题题1.1.3. 设𝜑, 𝜓 ∈ S . 则

𝜑 * 𝜓 = (2𝜋)𝑛/2̂︀𝜑 · ̂︀𝜓, 𝜑 · 𝜓 = (2𝜋)−𝑛/2̂︀𝜑 * ̂︀𝜓.
用𝜎𝜆和𝜏ℎ分别表示膨胀(dilation)和平移算子:

𝜎𝜆𝜑 = 𝜑(𝜆·), 𝜆 ∈ R ∖ {0},

𝜏ℎ𝜑 = 𝜑(· − ℎ), ℎ ∈ R𝑛.

命命命题题题1.1.4. 设𝜑 ∈ S , 𝜆 ∈ R ∖ {0}, ℎ ∈ R𝑛. 则

̂︂𝜏ℎ𝜑 = 𝑒−𝑖ℎ𝜉 ̂︀𝜑,
𝑒𝑖ℎ𝑥𝜑 = 𝜏ℎ̂︀𝜑,̂︂𝜎𝜆𝜑 = |𝜆|−𝑛(𝜎1/𝜆̂︀𝜑).
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上述命题除去证明F−1̂︀𝜑 = 𝜑需用到一些特殊技巧, 如

̂𝑒−|𝑥|2/2 = 𝑒−|𝜉|2/2

外, 其余证明皆可以从基本概念入手证得, 读者可以自行完成. 下面转入讨

论𝑓 ∈ S ′的Fourier变换, 受命题1.1.2的启发, 定义 ̂︀𝑓如下
(F𝑓)(𝜑) = ̂︀𝑓(𝜑) = 𝑓(̂︀𝜑), 𝜑 ∈ S ,

(F−1𝑓)(𝜑) = 𝑓(𝜑) = 𝑓(𝜑), 𝜑 ∈ S .

命命命题题题1.1.5. F : S ′ → S ′为同胚.

我们还可以定义𝑓 ∈ S ′与𝜑 ∈ S的卷积. 回忆若𝑓, 𝜑, 𝜓 ∈ S , 则∫︁
R𝑛

(𝑓 * 𝜑)(𝑥)𝜓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑛

𝑓(𝑥)(𝜑 * 𝜓)(𝑥)𝑑𝑥,

其中𝜑 = 𝜑(−·). 按这种想法, 定义:

(𝑓 * 𝜑)(𝜓) = 𝑓(𝜑 * 𝜓), 𝑓 ∈ S ′, 𝜑, 𝜓 ∈ S .

注意到缓增分布的Fourier变换和缓增分布与Schwartz函数卷积的定义,

我们就很容易推广其他算子的定义了, 基本的想法是, 先考察两个Schwartz函

数作用的情况(这种情形均可以用积分表示出来), 然后抽象出算子作用的形式,

即可推广到S ′上来. 设𝑓 ∈ S ′, 定义 :

𝐷𝛼𝑓(𝜑) := 𝑓((−𝐷)𝛼𝜑),

𝜏ℎ𝑓(𝜑) := 𝑓(𝜏−ℎ𝜑), ℎ ∈ R𝑛,

𝜎𝜆𝑓(𝜑) := 𝑓(𝜆−𝑛𝜎1/𝜆𝜑), 𝜆 > 0.

众所周知, 𝑓 ∈ S ′并不代表𝑓有具体的函数表示, 因此下面的结果格外重

要

命命命题题题1.1.6. 设𝑓 ∈ S ′, 𝜑 ∈ S . 则𝑓 * 𝜑为一个无穷次可微函数,

(𝑓 * 𝜑)(𝑥) = 𝑓(𝜏𝑥𝜑)

且𝑓 * 𝜑至多为多项式增长, 即对任何𝛼 ∈ Z𝑛+ 存在多项式𝑃𝛼, 使得|𝐷𝛼(𝑓 *
𝜑)(𝑥)| 6 𝑃𝛼(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛.
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命命命题题题1.1.7. (Paley-Wiener-Schwartz) (1) 𝜑 ∈ S且 supp ̂︀𝜑 ⊂ {𝜉 : |𝜉| 6
𝑏}的充要条件是：𝜑(𝑧)(𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦)是一个𝑛复变量全纯解析函数且对任何𝜀 >

0, 𝜆 > 0, 存在𝐶𝜀,𝜆 > 0, 使得

|𝜑(𝑧)| 6 𝐶𝜀,𝜆(1 + |𝑥|)−𝜆𝑒(𝑏+𝜀)|𝑦|, 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛.

(2) 𝑓 ∈ S ′且 supp ̂︀𝑓 ⊂ {𝜉 : |𝜉| 6 𝑏}的充要条件是：𝑓(𝑧)(𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦)是一

个𝑛复变量全纯解析函数, 且对某个𝜆 ∈ R, 对任何𝜀 > 0 存在𝐶𝜀 > 0 使得

|𝑓(𝑧)| 6 𝐶𝜀,𝜆(1 + |𝑥|)𝜆𝑒(𝑏+𝜀)|𝑦|, 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛.

S1.2 𝐿𝑝 上上上的的的Fourier乘乘乘子子子

我们用𝐿𝑝 := 𝐿𝑝(R𝑛)表示Lebesgue空间, 1 6 𝑝 6 ∞, 𝐿𝑝上范数简记

为‖ · ‖𝑝. 我们在研究发展方程时, 通常需要考虑半群的估计. 比如, 考虑下面的

热方程

𝑢𝑡 −△𝑢 = 0, 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0, (1.2.1)

容易推出𝑢 = F−1𝑒−𝑡|𝜉|
2
F𝑢0 := 𝐻(𝑡)𝑢0 是(1.2.1)的解. 我们关心下面的问

题：𝐻(𝑡)是𝐿𝑝 → 𝐿𝑝的有界线性半群吗？即下面的不等式是否成立？

‖F−1𝑒−𝑡|𝜉|
2
F𝑢0‖𝑝 . ‖𝑢0‖𝑝, 1 6 𝑝 6∞. (1.2.2)

上述问题的回答是肯定的, 详见第四章. 我们把(1.2.2)归纳成下面的概念：

定定定义义义1.2.1. 设𝜌 ∈ S ′. 若存在常数𝐶 > 0使得2

‖F−1𝜌F𝑓‖𝑝 6 𝐶‖𝑓‖𝑝, ∀ 𝑓 ∈ S , (1.2.3)

则我们称𝜌为𝐿𝑝上的乘子. 𝐿𝑝上的乘子的全体记为𝑀𝑝, 乘子范数定义为

‖𝜌‖𝑀𝑝 = sup{‖F−1𝜌F𝑓‖𝑝 : 𝑓 ∈ S , ‖𝑓‖𝑝 = 1}. (1.2.4)

若𝜌 ∈ 𝑀𝑝 且1 6 𝑝 < ∞, 由于S在𝐿𝑝中稠密, 我们可以将F−1𝜌F唯一保

范延拓为𝐿𝑝上的有界线性算子, 延拓后的算子仍记为F−1𝜌F .

乘子是调和分析的基本工具, 各类函数空间的研究也需要用乘子理论作为

基础. 下面我们讨论乘子的一些基本性质和乘子的判别法.

2注意F−1𝜌F𝑓 = (F−1𝜌) * 𝑓 , 由命题1.1.6, 我们知道这样的F−1𝜌F𝑓 是函数.
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命命命题题题1.2.2. 设1 6 𝑝 6 𝑞 6 2. 则有如下结论

(1) 𝑀𝑝 =𝑀𝑝′ , ‖ · ‖𝑀𝑝 = ‖ · ‖𝑀𝑝′ ;

(2) 𝑀𝑝 ⊂𝑀𝑞, ‖ · ‖𝑀𝑞 6 ‖ · ‖𝑀𝑝 ;

(3) 𝑀2 = 𝐿∞, ‖ · ‖𝑀2 = ‖ · ‖∞;

(4) 𝑀1 = {𝜌 ∈ S ′ : F−1𝜌为有界测度}, ‖𝜌‖𝑀1 = F−1𝜌的全变差.

证明.首先证明(1). 设 𝜌 ∈ 𝑀𝑝. 对任何 𝑓, 𝑔 ∈ S , ‖𝑓‖𝑝 = ‖𝑔‖𝑝′ = 1, 我

们有3

|(F−1𝜌F𝑓, 𝑔)| 6 ‖F−1𝜌F𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑝′ 6 ‖𝜌‖𝑀𝑝 , (1.2.5)

注意到 (F−1𝜌F𝑓, 𝑔) = (F−1𝜌 * 𝑓 *̃︀𝑔)(0), 其中 ̃︀𝑔 = 𝑔(−·), 我们知道(1.2.5)也

蕴含 F−1𝜌F𝑔 ∈ 𝐿𝑝
′
且 𝜌 ∈𝑀𝑝′ , ‖𝜌‖𝑀𝑝′ 6 ‖𝜌‖𝑀𝑝 . 从而证明了(1).

现在证明(2). 由 1 6 𝑝 6 𝑞 6 2知道𝑝′ > 2, 从而可以选到 𝜃 ∈ [0, 1]满

足1/𝑞 = (1− 𝜃)/𝑝+ 𝜃/𝑝′. 若 𝜌 ∈𝑀𝑝, 由(1)知道 𝜌 ∈𝑀𝑝′ . 即

F−1𝜌F : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑝; F−1𝜌F : 𝐿𝑝
′ → 𝐿𝑝

′
(1.2.6)

均为有界线性算子. 由 Riesz-Thorin 插值定理（见附录）得到 F−1𝜌F :

𝐿𝑞 → 𝐿𝑞 也为有界线性算子, 且

‖𝜌‖𝑀𝑞 6 ‖𝜌‖1−𝜃𝑀𝑝
‖𝜌‖𝜃𝑀𝑝′

= ‖𝜌‖𝑀𝑝 . (1.2.7)

考虑(3)的证明. 若 𝜌 ∈𝑀2, 则由Plancherel定理,

‖F−1𝜌F𝑓‖2 = ‖𝜌F𝑓‖2 6 ‖𝜌‖∞‖𝑓‖2, (1.2.8)

所以 ‖𝜌‖𝑀2 6 ‖𝜌‖∞. 反过来, 对任何 𝜀 > 0, 可取非零测度闭集 𝐸 ⊂ R𝑛, 使
得在 𝐸 上 |𝜌(𝜉)| > ‖𝜌‖∞ − 𝜀, 取 𝑓 ∈ 𝐿2满足 suppF𝑓 ⊂ 𝐸即得到 ‖𝜌‖𝑀2 >

‖𝜌‖∞ − 𝜀.

最后证明(4). 由算子 F−1𝜌F 的平移性质可以看出 𝜌 ∈𝑀∞ 当且仅当

|(F−1𝜌 * 𝑓)(0)| = (2𝜋)𝑛/2|(F−1𝜌F𝑓)(0)| 6 𝐶‖𝑓‖∞, ∀ 𝑓 ∈ S . (1.2.9)

注意 S 在 𝐶0(R𝑛) 中稠密, 上式表明 F−1𝜌 恰为 𝐶0(R𝑛) 上的连续线性泛函.

由 𝐶0(R𝑛)* 的构造即得到结论. �

3我们用 (𝑓, 𝑔) 表示复内积, 即 (𝑓, 𝑔) =
∫︀
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.
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命命命题题题1.2.3. 𝑀𝑝为Banach代数.

证明.显然 ‖ · ‖𝑀𝑝 为范数. 由命题 1.2.2 的(3), 我们知道, 𝑀𝑝 ⊂ 𝐿∞. 如

果 {𝜌𝑘} 为 𝑀𝑝 中的基本点列, 则也为 𝐿∞ 中的基本点列, 不妨设收敛到 𝜌. 由

𝐿∞ ⊂ S ′, 我们知道, 对任何 𝑓 ∈ S , F−1𝜌𝑘F𝑓 → F−1𝜌F𝑓 (按 S ′ 的强拓

扑). 不要忘记 F−1𝜌𝑘F𝑓 是 𝐿𝑝 ⊂ S ′ 中的 Cauchy 列, 所以有极限 𝑔, 再由

S ′ 上极限的唯一性便知 𝑔 = F−1𝜌F𝑓 . 由此可得 ‖𝜌𝑘 − 𝜌‖𝑀𝑝 → 0. 所以 𝑀𝑝

为 Banach 空间. 设 𝜌1, 𝜌2 ∈𝑀𝑝. 对任何 𝑓 ∈ S , 我们有

‖F−1𝜌1𝜌2F𝑓‖𝑝 6 ‖𝜌1‖𝑀𝑝‖F−1𝜌2F𝑓‖𝑝 6 ‖𝜌1‖𝑀𝑝‖𝜌2‖𝑀𝑝‖𝑓‖𝑝, (1.2.10)

上式已经说明 𝜌1𝜌2 ∈𝑀𝑝 且

‖𝜌1𝜌2‖𝑀𝑝 6 ‖𝜌1‖𝑀𝑝‖𝜌2‖𝑀𝑝 . (1.2.11)

所以 𝑀𝑝 为Banach代数. �

为了突出𝑀𝑝和R𝑛的关系,我们记𝑀𝑝 =𝑀𝑝(R𝑛). 下面的命题表明𝑀𝑝(R𝑛)上
的乘子在R𝑛的线性变换之下保持乘子范数不变.

命命命题题题1.2.4. 设 𝑎 : R𝑛 → R𝑚 (𝑛 > 𝑚) 为满的线性变换, 𝜌 ∈𝑀𝑝(R𝑚). 则

‖𝜌(𝑎(·))‖𝑀𝑝(R𝑛) = ‖𝜌‖𝑀𝑝(R𝑚). (1.2.12)

特别有

‖𝜌(𝑐 ·)‖𝑀𝑝(R𝑛) = ‖𝜌‖𝑀𝑝(R𝑛), 𝑐 ̸= 0; (1.2.13)

‖𝜌(⟨𝑥, ·⟩)‖𝑀𝑝(R𝑛) = ‖𝜌‖𝑀𝑝(R), 𝑥 ̸= 0, (1.2.14)

其中 ⟨𝑥, 𝜉⟩ = 𝑥1𝜉1 + ...+ 𝑥𝑛𝜉𝑛.

证明.做坐标变换

𝜂𝑖 = 𝑎𝑖(𝜉), 1 6 𝑖 6 𝑚; 𝜂𝑗 = 𝜉𝑗 , 𝑚+ 1 6 𝑗 6 𝑛. (1.2.15)

上述变换简记为 𝜂 = 𝐴−1𝜉, 或 𝜉 = 𝐴𝜂. 又用 𝐴* 表示 𝐴 的转置矩阵, 易见

F−1𝜌(𝑎(𝜉))F𝑓 =
[︀
F−1𝜌(𝜂1, ..., 𝜂𝑚)F𝑓(𝐴−1

* ·)
]︀
(𝐴*·). (1.2.16)

由 𝜌 ∈𝑀𝑝(R𝑚), 有

‖F−1𝜌(𝑎(·))F𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛) = |𝐴|−1‖F−1𝜌F𝑓(𝐴−1
* ·)‖𝐿𝑝(R𝑛)
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6 ‖𝜌‖𝑀𝑝(R𝑚)‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛). (1.2.17)

由此得

‖𝜌(𝑎(·))‖𝑀𝑝(R𝑛) 6 ‖𝜌‖𝑀𝑝(R𝑚). (1.2.18)

再令 𝑓 = 𝑓1(𝑥1, ..., 𝑥𝑚)𝑓2(𝑥𝑚+1, ..., 𝑥𝑛), 就可以证明(1.2.18)的反向不等式也

对. �

由于平移变换保持乘子范数不变, 再结合命题 1.2.4 知道 R𝑛 → R𝑚

(𝑛 > 𝑚) 上满的仿射变换也保持乘子范数不变.

下面给出一个乘子的判别法, 简单但非常实用.

命命命题题题1.2.5. (Bernstein乘子定理) 设 𝐿 > 𝑛/2 为整数, 𝜌 ∈ 𝐻𝐿, 4 则有

𝜌 ∈𝑀𝑝, 1 6 𝑝 6∞ 且

‖𝜌‖𝑀𝑝 . ‖𝜌‖1−𝑛/2𝐿2

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦
𝜕𝐿𝑥𝑖𝜌

⃦⃦
2

)︃𝑛/2𝐿
. (1.2.19)

证明.由命题 1.2.2, 只需要对 𝑝 = 1 证明 (1.2.19). 显然

‖𝜌‖𝑀1 6
∫︁
R𝑛

|F−1𝜌(𝑥)|𝑑𝑥 (1.2.20)

对任何 𝑡 > 0, ∫︁
|𝑥|<𝑡

|F−1𝜌(𝑥)|𝑑𝑥 . 𝑡𝑛/2‖𝜌‖2. (1.2.21)

记 𝐽(𝑥) =
∑︀𝑛

𝑖=1 |𝑥𝑖|𝐿, 又有∫︁
|𝑥|>𝑡

|𝐹−1𝜌(𝑥)|𝑑𝑥 =

∫︁
|𝑥|>𝑡

𝐽(𝑥)−1𝐽(𝑥)
⃒⃒
F−1𝜌(𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥

. 𝑡𝑛/2−𝐿
𝑛∑︁
𝑖=1

⃦⃦
𝜕𝐿𝑥𝑖𝜌

⃦⃦
2
. (1.2.22)

取 𝑡 满足 ‖𝜌‖2 = 𝑡−𝐿
∑︀𝑛

𝑖=1 ‖𝜕𝐿𝑥𝑖𝜌‖2, (1.2.20)–(1.2.22) 蕴含了结论. �

最后, 我们再列举一个常用的乘子估计, 其证明相对较长, 需用到较多的

调和分析的基本内容, 故略去证明, 可见 [11].

4‖𝜌‖𝐻𝐿 =
∑︀

|𝛼|6𝐿 ‖𝐷𝛼𝜌‖2
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𝑝,𝑞

命命命题题题1.2.6. （Mihlin乘子定理） 设 𝐿 > 𝑛/2 为整数, 又设𝜌 ∈ 𝐿∞ 满足

|𝜉||𝛼||𝐷𝛼𝜌(𝜉)| 6 𝐴, |𝛼| 6 𝐿, 𝜉 ∈ R𝑛 ∖ {0}, (1.2.23)

则有 𝜌 ∈𝑀𝑝, 1 < 𝑝 <∞ 且

‖𝜌‖𝑀𝑝 6 𝐶𝑝𝐴, (1.2.24)

𝐶𝑝表示依赖于𝑝的常数.

S1.3 二二二进进进制制制分分分解解解, Besov、、、Triebel-Lizorkin空空空间间间

巧妙的数学思想常有撼人心志之美, 二进制分解属于其中之一. ——作者

我们考虑频率空间 R𝑛 的分解, 记

ℛ0 = {𝜉 : |𝜉| < 1}, ℛ𝑘 = {𝜉 : 2𝑘−1 6 |𝜉| < 2𝑘}, 𝑘 ∈ N, (1.3.1)

容易看出, ℛ𝑘 两两互不相交且有 R𝑛 = ∪∞
𝑘=0ℛ𝑘. 即 {ℛ𝑘} 构成频率空间的一

个分解. 按照这一分解, 我们可以粗略地定义 Littlewood-Paley 分解算子(也叫

二进制分解算子)如下：

△𝑘 ∼ F−1𝜒ℛ𝑘
F , 𝑘 ∈ N ∪ {0}, (1.3.2)

其中 𝜒ℛ𝑘
表示 ℛ𝑘 上的特征函数. 可以看出, 二进制分解算子是针对频率空间

进行局部化得到的. 二进制分解是调和分析领域精妙而深刻的想法之一, 读者

需要反复品味. (1.3.2) 表述虽然直观, 但是应用不方便. 为了便于微分、乘子

等运算, 我们需要采用 (1.3.2) 的光滑形式.

设 𝜓 : R𝑛 → [0, 1] 为一个光滑的径向截断函数, 如：

𝜓(𝜉) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, |𝜉| 6 1,

smooth, 1 < |𝜉| < 2,

0, |𝜉| > 2.

(1.3.3)

再记

𝜙(𝜉) = 𝜓(𝜉)− 𝜓(2𝜉), (1.3.4)

然后引入下面的函数列 {𝜙𝑘}∞0 :{︃
𝜙𝑘(𝜉) = 𝜙(2−𝑘𝜉), 𝑘 ∈ N,
𝜙0(𝜉) = 1−

∑︀∞
𝑘=1 𝜙𝑘(𝜉) = 𝜓(𝜉),

(1.3.5)
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由于 supp𝜙 ⊂ {𝜉 : 2−1 6 |𝜉| 6 2} 易见 supp𝜙𝑘 ⊂ {𝜉 : 2𝑘−1 6 |𝜉| 6
2𝑘+1}, 𝑘 ∈ N, supp𝜙0 ⊂ {𝜉 : |𝜉| 6 2}. 定义

△𝑘 = F−1𝜙𝑘F , 𝑘 ∈ N ∪ {0}, (1.3.6)

我们称 {△𝑘}∞𝑘=0 为 Littlewood–Paley (二进制) 分解算子. 从形式上容易看

出 (注意仅仅是形式上),

∞∑︁
𝑘=0

△𝑘 = 𝐼. (1.3.7)

下面我们将使用二进制分解算子引入 Besov 空间 𝐵𝑠
𝑝,𝑞 和 Triebel-Lizorkin空

间𝐹 𝑠𝑝,𝑞. 设

−∞ < 𝑠 <∞, 1 6 𝑝, 𝑞 6∞. (1.3.8)

定义下面的空间类：

𝐵𝑠
𝑝,𝑞 =

{︂
𝑓 ∈ S ′(R𝑛) : ‖𝑓‖𝐵𝑠

𝑝,𝑞
<∞

}︂
, (1.3.9)

‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,𝑞

:=

(︂ ∞∑︁
𝑘=0

2𝑘𝑠𝑞‖△𝑘𝑓‖𝑞𝑝
)︂1/𝑞

, (1.3.10)

𝐵𝑠
𝑝,𝑞被称为是 Besov 空间5. 又设

−∞ < 𝑠 <∞, 1 6 𝑝 <∞, 1 6 𝑞 6∞, (1.3.11)

定义下面的空间类：

𝐹 𝑠𝑝,𝑞 =

{︂
𝑓 ∈ S ′(R𝑛) : ‖𝑓‖𝐹 𝑠

𝑝,𝑞
<∞

}︂
, (1.3.12)

‖𝑓‖𝐹 𝑠
𝑝,𝑞

:=

⃦⃦⃦⃦(︂ ∞∑︁
𝑘=0

2𝑘𝑠𝑞|△𝑘𝑓 |𝑞
)︂1/𝑞 ⃦⃦⃦⃦

𝑝

, (1.3.13)

𝐹 𝑠𝑝,𝑞 被称为是Triebel-Lizorkin空间6.

Besov 空间和 Triebel-Lizorkin 空间形成于20世纪60–80年代, 近年来在

PDE 领域开始得到广泛应用. 粗略地讲, 上述空间类是频率空间的局部化技

5𝐵𝑠
𝑝,𝑞的定义中可以容许0 < 𝑝, 𝑞 < 1, 读者若对该情况感兴趣, 可以参考Triebel[157].

6𝐹 𝑠
∞,𝑞的定义可以在Triebel的著作[157]中找到, 本书并不关心这一情形, 故略去讨论.
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𝑝,𝑞

术—–二进制分解和函数空间 ℓ𝑞(𝐿𝑝) 或 𝐿𝑝(ℓ𝑞)7 相互结合的产物, 定义中的 𝑠

是刻划空间的正则性的, 相当于直到 𝑠 阶导数. 另一方面, 人们可能会问, 为什

么对频率空间做二进制分解, 作者认为这可能和 𝐿𝑝(R𝑛) 上的等价范数有关：

‖𝑓‖𝑝 ∼ ‖𝑓‖𝐹 0
𝑝,2
, 1 < 𝑝 <∞. (1.3.14)

(1.3.14)即是著名的Littlewood–Paley平方函数定理(见附录).

特别强调, 以下若无特别声明, 对 𝐵𝑠
𝑝,𝑞 和 𝐹 𝑠𝑝,𝑞, 我们总是分别假设条件

(1.3.8) 和 (1.3.11) 满足. 为了简化叙述, 我们将用 𝑋 表示 𝐵 或 𝐹 , 即𝑋𝑠
𝑝,𝑞 表

示 𝐵𝑠
𝑝,𝑞 或 𝐹 𝑠𝑝,𝑞. 下面第一个命题是关于 𝑋𝑠

𝑝,𝑞 的简单嵌入关系的：

命命命题题题1.3.1. 设𝑋𝑠
𝑝,𝑞表示𝐵

𝑠
𝑝,𝑞或𝐹

𝑠
𝑝,𝑞. 则成立下面的嵌入关系.

(1) 设𝑞1 6 𝑞2, 则

𝑋𝑠
𝑝,𝑞1 ⊂ 𝑋𝑠

𝑝,𝑞2 ; (1.3.15)

(2) 设𝜀 > 0, 1 6 𝑞1, 𝑞2 6∞, 则

𝑋𝑠+𝜀
𝑝,𝑞1 ⊂ 𝑋𝑠

𝑝,𝑞2 ; (1.3.16)

(3) 设𝑝 <∞, 则

𝐵𝑠
𝑝,𝑝∧𝑞 ⊂ 𝐹 𝑠𝑝,𝑞 ⊂ 𝐵𝑠

𝑝,𝑝∨𝑞. (1.3.17)

证明.由于ℓ𝑝 ⊂ ℓ𝑝+𝑎, 𝑎 > 0, 我们可以得到(1)的证明. 又由(︃ ∞∑︁
𝑘=0

2𝑠𝑘𝑞2 |𝑎𝑘|𝑞2
)︃1/𝑞2

. sup
𝑘>0

2(𝑠+𝜀)𝑘|𝑎𝑘|, (1.3.18)

对𝑎𝑘 = ‖△𝑘𝑓‖𝑝或𝑎𝑘 = |△𝑘𝑓 |, 我们可以证明(2). 最后我们证明(3). 记𝑏𝑘 =

2𝑠𝑘△𝑘𝑓 . 证明分成下面两种情况.

情况1. 考虑𝑞 6 𝑝的情况. 由ℓ𝑞 ⊂ ℓ𝑝 和Minkowski不等式,

‖𝑏𝑘‖ℓ𝑝(𝐿𝑝) 6 ‖𝑏𝑘‖𝐿𝑝(ℓ𝑞) 6 ‖𝑏𝑘‖ℓ𝑞(𝐿𝑝). (1.3.19)

这已经包含所要的结论.

情况2. 考虑𝑞 > 𝑝的情况. 这种情况与上面情形1是类似的, 也是使

用Minkowski不等式和嵌入ℓ𝑝 ⊂ ℓ𝑞得到结论. �

下面我们考虑𝑋𝑠
𝑝,𝑞的基本问题：𝑋

𝑠
𝑝,𝑞是否为Banach空间, 回答是肯定的.

7‖(𝑎𝑘)‖ℓ𝑞(𝐿𝑝) :=
(︀∑︀

𝑘 ‖𝑎𝑘(𝑥)‖𝑞𝑝
)︀1/𝑞

, ‖(𝑎𝑘)‖𝐿𝑝(ℓ𝑞) :=
⃦⃦⃦
(
∑︀

𝑘 |𝑎𝑘(𝑥)|𝑞)1/𝑞
⃦⃦⃦
𝑝
.
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命命命题题题1.3.2. 设𝑋𝑠
𝑝,𝑞表示𝐵

𝑠
𝑝,𝑞或𝐹

𝑠
𝑝,𝑞. 则

(1) 𝑋𝑠
𝑝,𝑞 为Banach空间；

(2) S (R𝑛) ⊂ 𝑋𝑠
𝑝,𝑞 ⊂ S ′(R𝑛);

(3) 若1 6 𝑝, 𝑞 <∞, 则S (R𝑛)在𝑋𝑠
𝑝,𝑞中稠密.

证明.显然由ℓ𝑞(𝐿𝑝)或𝐿𝑝(ℓ𝑞)为赋范空间, 可以导出𝑋𝑠
𝑝,𝑞为赋范空间. 要证

明(1), 只需要再证明𝑋𝑠
𝑝,𝑞完备, 我们一会儿再证明. 下面我们证明(2)的结论,

分成下面四步完成.

第一步, 证明S ⊂ 𝐵𝑠
𝑝,∞. 事实上, 对充分大的𝐿,𝑀,𝑁 ∈ N,

‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,∞ = sup

𝑘>0
2𝑠𝑘‖△𝑘𝑓‖𝑝

. sup
𝑘>0

2𝑠𝑘‖(1 + |𝑥|2)𝐿△𝑘𝑓‖∞

. sup
𝑘>0

2𝑠𝑘‖(𝐼 −△)𝐿𝜙𝑘ℱ𝑓‖1

. ‖(1 + |𝑥|2)𝑀 (𝐼 −△)𝐿ℱ𝑓‖∞

. 𝑝𝑁 (ℱ𝑓). (1.3.20)

由ℱ : S → S 为连续映射, 结合(1.3.20)得到结论.

第二步, 证明S ⊂ 𝑋𝑠
𝑝,𝑞. 由第一步知, S ⊂ 𝐵𝑠+𝜀

𝑝,∞. 根据命题1.3.1, 我们知

道𝐵𝑠+𝜀
𝑝,∞ ⊂ 𝐵𝑠

𝑝,𝑝∧𝑞 ⊂ 𝐵𝑠
𝑝,𝑞 ∩ 𝐹 𝑠𝑝,𝑞. 从而结论成立.

第三步, 证明𝐵𝑠
𝑝,∞ ⊂ S ′. 规定𝜙−1 ≡ 0. 由𝜙𝑘的构造知道, 若ℓ ̸= −1, 0, 1,

则𝜙𝑘𝜙𝑘+ℓ ≡ 0. 对任何𝑓 ∈ 𝐵𝑠
𝑝,∞, 𝜓 ∈ S , 取𝑁 ∈ N 充分大, 有

|⟨𝑓, 𝜓⟩| 6
∞∑︁
𝑘=0

1∑︁
ℓ=−1

|⟨△𝑘𝑓, ℱ𝜙𝑘+ℓℱ−1𝜓⟩|

.
∞∑︁
𝑘=0

1∑︁
ℓ=−1

‖△𝑘𝑓‖𝑝‖△𝑘+ℓ𝜓‖𝑝′

. ‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,∞

∞∑︁
𝑘=0

2−𝑠𝑘‖△𝑘𝜓‖𝑝′

= ‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,∞‖𝜓‖𝐵−𝑠+𝜀

𝑝′,∞

. ‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,∞𝑝𝑁 (ℱ𝜓). (1.3.21)

若𝜓取遍S中的某个有界集𝐵, 我们知道𝑝𝑁 (ℱ𝜓) . 1. 于是我们证明了所要结

论.
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𝑝,𝑞

第四步, 类似第二步, 我们可以得到𝑋𝑠
𝑝,𝑞 ⊂ S ′, 详细从略.

最后证明𝐵𝑠
𝑝,𝑞的完备性, 𝐹 𝑠𝑝,𝑞的完备性可以类似证明. 设{𝑓ℓ}∞1 为𝐵𝑠

𝑝,𝑞中

的Cauchy列. 由(2)的结论知它也为S ′ 中的Cauchy列. 由于S ′为完备的局

部凸拓扑线性空间, 所以存在𝑓 ∈ S ′满足𝑓ℓ → 𝑓(按S ′的强拓扑). 另一方

面, {𝑓ℓ}∞1 为𝐵𝑠
𝑝,𝑞中的Cauchy列也蕴含着{△𝑘𝑓ℓ}∞ℓ=1 为𝐿

𝑝中的Cauchy列. 根

据𝐿𝑝的完备性, 存在𝑔𝑘 ∈ 𝐿𝑝使得

‖△𝑘𝑓ℓ − 𝑔𝑘‖𝑝 → 0, ℓ→ ∞. (1.3.22)

由于在S ′中△𝑘𝑓ℓ → △𝑘𝑓, ℓ → ∞, 且𝐿𝑝 ⊂ S ′, 我们立即得到𝑔𝑘 = △𝑘𝑓 . 从

而, (1.3.22)蕴含

‖△𝑘(𝑓ℓ − 𝑓)‖𝑝 → 0, ℓ→ ∞. (1.3.23)

由(1.3.23)和Fatou引理, 我们得到‖𝑓ℓ − 𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,𝑞

→ 0. �

S1.4 𝑋𝑠
𝑝,𝑞中中中的的的嵌嵌嵌入入入定定定理理理

众所周知, 𝐿𝑝(R𝑛) 和𝐿𝑞(R𝑛) (𝑝 ̸= 𝑞)之间没有包含关系, 它们之间的范数

无法比较. 但是, 如果我们将频率空间局限到R𝑛的一个紧子集Ω上, 则可以证

明

‖F−1𝜒ΩF𝑓‖𝑞 . ‖F−1𝜒ΩF𝑓‖𝑝, 𝑝 6 𝑞. (1.4.1)

这一性质应用到二进制分解算子, 便产生了Besov空间的嵌入关系. 这正是频率

空间局部化技术的优势之一.

设Ω为R𝑛的一个紧子集, 记

SΩ = {𝑓 ∈ S : suppF𝑓 ⊂ Ω}. (1.4.2)

命命命题题题1.4.1. 假设1 6 𝑝 6 𝑞 6∞. 则有

‖𝑓‖𝑞 . ‖𝑓‖𝑝, ∀ 𝑓 ∈ SΩ. (1.4.3)

证明.设𝜓 ∈ S满足F𝜓(𝜉) = 1, ∀ 𝜉 ∈ Ω. 由𝑓 ∈ SΩ知道F𝑓 = F𝑓 · F𝜓.

即有

𝑓(𝑥) = 𝐶

∫︁
R𝑛

𝜓(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦. (1.4.4)
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使用Hölder不等式,

‖𝑓‖∞ . ‖𝜓‖𝑝′‖𝑓‖𝑝 . ‖𝑓‖𝑝, (1.4.5)

于是对𝑞 > 𝑝,

‖𝑓‖𝑞 6 ‖𝑓‖1−𝑝/𝑞∞ ‖𝑓‖𝑝/𝑞𝑝 . ‖𝑓‖𝑝, (1.4.6)

这已经蕴含结论. �

又记

𝐿𝑝Ω = {𝑓 ∈ 𝐿𝑝 : suppF𝑓 ⊂ Ω} (1.4.7)

使用(1.4.2),结合标准的正则化逼近方法, 我们有

命命命题题题1.4.2. 假设1 6 𝑝 6 𝑞 6∞. 则有

‖𝑓‖𝑞 . ‖𝑓‖𝑝, ∀ 𝑓 ∈ 𝐿𝑝Ω. (1.4.8)

推推推论论论1.4.3. 假设1 6 𝑝 6 𝑞 6∞, 𝐵𝜆 = {𝜉 : |𝜉| 6 𝜆}. 则有

‖𝑓‖𝑞 . 𝜆𝑛(1/𝑝−1/𝑞)‖𝑓‖𝑝 ∀ 𝑓 ∈ 𝐿𝑝𝐵𝜆
. (1.4.9)

证明.由于

‖𝑓‖𝑞 = 𝜆−𝑛/𝑞‖𝑓(·/𝜆)‖𝑞, (1.4.10)

F (𝑓(·/𝜆)) = 𝜆𝑛(F𝑓)(𝜆·), (1.4.11)

易知若𝑓 ∈ 𝐿𝑝𝐵𝜆
, 则有𝑓(·/𝜆) ∈ 𝐿𝑝𝐵1

, 使用(1.4.10), (1.4.11)和命题1.4.2得到结

论. �

设𝜙𝑘由(1.3.5)定义, 注意𝜙𝑘的构造, supp𝜙𝑘 ⊂ 𝐵2𝑘+1 . 故对任何1 6 𝑝1 6

𝑝2 6∞, 应用(1.4.9),

‖△𝑘𝑓‖𝑝2 . 2𝑛(1/𝑝1−1/𝑝2)𝑘‖△𝑘𝑓‖𝑝1 . (1.4.12)

又设𝑠1, 𝑠2满足

𝑠1 −
𝑛

𝑝1
= 𝑠2 −

𝑛

𝑝2
. (1.4.13)

使用(1.4.12)和(1.4.13), 我们得到

2𝑠2𝑘‖△𝑘𝑓‖𝑝2 . 2𝑠1𝑘‖△𝑘𝑓‖𝑝1 , (1.4.14)
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(1.4.14)两端求ℓ𝑟范数得

‖𝑓‖𝐵𝑠2
𝑝2,𝑟
. ‖𝑓‖𝐵𝑠1

𝑝1,𝑟
. (1.4.15)

于是, 我们证明了

定定定理理理 1.4.4. 设1 6 𝑝1 6 𝑝2 6∞, 1 6 𝑟 6∞ 满足𝑠1 − 𝑛/𝑝1 = 𝑠2 − 𝑛/𝑝2.

则有

𝐵𝑠1
𝑝1,𝑟 ⊂ 𝐵𝑠2

𝑝2,𝑟. (1.4.16)

关于𝐹 𝑠𝑝,𝑞, 有类似(1.4.16), 但比(1.4.16) 更好一些的结果：

定定定理理理 1.4.5. 设1 6 𝑝1 < 𝑝2 < ∞, 1 6 𝑟, 𝑞 6 ∞, −∞ < 𝑠2 < 𝑠1 < ∞ 满
足𝑠1 − 𝑛/𝑝1 = 𝑠2 − 𝑛/𝑝2. 则有

𝐹 𝑠1𝑝1,𝑞 ⊂ 𝐹 𝑠2𝑝2,𝑟. (1.4.17)

证明.由命题1.3.1, 我们只需要证明

𝐹 𝑠1𝑝1,∞ ⊂ 𝐹 𝑠2𝑝2,1 (1.4.18)

即可. 不妨设‖𝑓‖𝐹 𝑠1
𝑝1,∞

= 1. 回忆𝐿𝑝 上的等价范数

‖𝑔‖𝑝𝑝 ∼
∫︁ ∞

0
𝑡𝑝−1|{𝑥 : |𝑔(𝑥)| > 𝑡}|𝑑𝑡, (1.4.19)

其中|{· · · }|表示集合{· · · }的测度. 故有

‖𝑓‖𝑝2
𝐹

𝑠2
𝑝2,1

∼
∫︁ 𝐴

0
𝑡𝑝2−1

⃒⃒⃒⃒
⃒
{︃
𝑥 :

∞∑︁
𝑘=0

2𝑘𝑠2 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝑡

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡

+

∫︁ ∞

𝐴
𝑡𝑝2−1

⃒⃒⃒⃒
⃒
{︃
𝑥 :

∞∑︁
𝑘=0

2𝑘𝑠2 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝑡

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡

:=𝐼 + 𝐼𝐼, (1.4.20)

其中𝐴≫ 1表示一个固定常数. 易见

∞∑︁
𝑘=𝐾+1

2𝑘𝑠2 |△𝑘𝑓 | . 2𝐾(𝑠2−𝑠1) sup
𝑘>0

2𝑘𝑠1 |△𝑘𝑓 |. (1.4.21)
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应用(1.4.21)我们可以首先得到𝐼的估计(取𝐾 = −1),

𝐼 .
∫︁ 𝐴

0
𝑡𝑝2−1

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 : sup

𝑘>0
2𝑘𝑠1 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝑐𝑡

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡

.
∫︁ 𝑐𝐴

0
𝜏𝑝1−1

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 : sup

𝑘>0
2𝑘𝑠1 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝜏

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜏

. 1. (1.4.22)

下面我们估计𝐼𝐼. 由推论1.4.3,

‖△𝑘𝑓‖∞ . 2𝑘𝑛/𝑝1‖△𝑘𝑓‖𝑝1 . 2𝑘(𝑛/𝑝1−𝑠1)‖𝑓‖𝐹 𝑠1
𝑝1,∞

, (1.4.23)

从而, 对𝐾 ∈ N ∪ {0},

𝐾∑︁
𝑘=0

2𝑘𝑠2 |△𝑘𝑓 | .
𝐾∑︁
𝑘=0

2𝑘(𝑠2−𝑠1+𝑛/𝑝1) . 2𝐾𝑛/𝑝2 . (1.4.24)

选取𝐾为满足𝐶2𝐾𝑛/𝑝2 6 𝑡/2的最大自然数, 即有2𝐾 ∼ 𝑡𝑝2/𝑛. 当𝑡 > 𝐴 ≫ 1时

上面的𝐾总是存在的. 若𝑡 > 𝐴, 且
∑︀∞

𝑘=0 2
𝑘𝑠2 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝑡, 则由(1.4.21),

(1.4.24)得

𝐶2𝐾(𝑠2−𝑠1) sup
𝑘>0

2𝑘𝑠1 |△𝑘𝑓 | >
∞∑︁

𝑘=𝐾+1

2𝑘𝑠2 |△𝑘𝑓 | > 𝑡/2. (1.4.25)

综合(1.4.19), (1.4.25), 我们得到

𝐼𝐼 .
∫︁ ∞

𝐴
𝑡𝑝2−1

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 : sup

𝑘>0
2𝑘𝑠1 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝑐𝑡𝑝2/𝑝1

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡

.
∫︁ ∞

𝐴′
𝜏𝑝1−1

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 : sup

𝑘>0
2𝑘𝑠1 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝜏

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜏

. 1. (1.4.26)

𝐼和𝐼𝐼的估计蕴含结论. �

命命命题题题1.4.6. 设1 6 𝑝 < ∞, 𝑠 > 𝑛/𝑝, 1 6 𝑞 6 ∞. 设𝑋𝑠
𝑝,𝑞表示𝐵

𝑠
𝑝,𝑞或𝐹

𝑠
𝑝,𝑞.

则有

𝑋𝑠
𝑝,𝑞 ⊂ 𝐵0

∞,1 ⊂ 𝐿∞. (1.4.27)
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证明.由二进制分解的定义和(1.4.12),

‖𝑢‖∞ 6
∞∑︁
𝑘=0

‖△𝑘𝑢‖∞ .
∞∑︁
𝑘=0

2𝑘𝑛/𝑝‖△𝑘𝑢‖𝑝

.

(︃ ∞∑︁
𝑘=0

2𝑘(𝑛/𝑝−𝑠)

)︃
‖𝑢‖𝐵𝑠

𝑝,∞ 6 ‖𝑢‖𝑋𝑠
𝑝,𝑞
. (1.4.28)

�

S1.5 𝑋𝑠
𝑝,𝑞上上上范范范数数数的的的微微微分分分–差差差分分分表表表示示示

从历史的发展来看, Besov空间上的范数早期不是用二进制分解来定义的,

而是用微分–差分来定义的. 这种微分–差分表示在PDE中进行非线性估计时

运用起来十分方便, 本节我们来推导𝑋𝑠
𝑝,𝑞上范数的微分–差分表示. 为方便, 我

们记

M𝑚ℎ 𝑓(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘𝑚(−1)𝑚−𝑘𝑓(𝑥+ 𝑘ℎ), (1.5.1)

𝜔𝑚𝑝 (𝑡, 𝑓) = sup
|ℎ|6𝑡

‖ M𝑚ℎ 𝑓‖𝑝. (1.5.2)

我们有下面的定理

命命命题题题1.5.1. 设𝑠 > 0, 𝑚,𝑁 ∈ N且满足𝑚+𝑁 > 𝑠, 0 6 𝑁 < 𝑠; 1 6 𝑝, 𝑞 6

∞, 则有

‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,𝑞

∼ ‖𝑓‖𝑝 +
𝑛∑︁
𝑗=1

(︂∫︁ ∞

0

(︁
𝑡𝑁−𝑠𝜔𝑚𝑝 (𝑡, 𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓)

)︁𝑞 𝑑𝑡
𝑡

)︂1/𝑞

(1.5.3)

证明.因为𝜔𝑚𝑝 (𝑡, 𝑓)为𝑡的单调增函数, 故只需证明

‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,𝑞

∼ ‖𝑓‖𝑝 +
𝑛∑︁
𝑗=1

(︃ ∞∑︁
𝑖=−∞

(︁
2𝑖(𝑠−𝑁)𝜔𝑚𝑝 (2−𝑖, 𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓)

)︁𝑞)︃1/𝑞

(1.5.4)

先设𝑓 ∈ 𝐵𝑠
𝑝,𝑞. 我们记𝜌ℎ(𝜉) = 𝑒iℎ𝜉 − 1, 则有

‖ M𝑚ℎ 𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓‖𝑝 = ‖F−1𝜌𝑚ℎ F𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓‖𝑝 6
∞∑︁
𝑘=0

‖F−1𝜌𝑚ℎ 𝜙𝑘F𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓‖𝑝 (1.5.5)
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下面证明8

‖F−1𝜌𝑚ℎ 𝜙𝑘F𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓‖𝑝 . min(1, |ℎ|𝑚2𝑘𝑚)2𝑁𝑘‖△𝑘𝑓‖𝑝 (1.5.6)

注意𝜙𝑘的构造(𝜙−1 = 0),

‖F−1𝜌𝑚ℎ 𝜙𝑘F𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓‖𝑝 .
1∑︁

ℓ=−1

‖F−1𝜌𝑚ℎ 𝜙𝑘+ℓF△𝑘𝜕
𝑁
𝑥𝑗𝑓‖𝑝. (1.5.7)

显然由差分定义𝜌ℎ ∈𝑀𝑝,由𝑀𝑝的代数性质得𝜌
𝑚
ℎ ∈𝑀𝑝. 使用命题1.2.4的(1.2.13),

从而再由𝑀𝑝的代数性质𝜌
𝑚
ℎ 𝜙𝑘 ∈𝑀𝑝, 故由(1.5.7)得

‖F−1𝜌𝑚ℎ 𝜙𝑘F𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓‖𝑝 . ‖△𝑘𝜕
𝑁
𝑥𝑗𝑓‖𝑝. (1.5.8)

观察下面的等式

𝜌𝑚ℎ 𝜙𝑘 =
𝜌𝑚ℎ

⟨ℎ, 𝜉⟩𝑚

⟨
ℎ

|ℎ|
,
𝜉

|𝜉|

⟩𝑚
(|ℎ||𝜉|)𝑚𝜙𝑘 (1.5.9)

且注意‖𝜌𝑚ℎ /⟨ℎ, 𝜉⟩𝑚‖𝑀𝑝(R𝑛) = ‖(𝑒𝑖𝜉−1)/𝜉‖𝑀𝑝(R) <∞. 故当𝑘 > 1时,由(1.5.9)的

表示,

‖𝜌𝑚ℎ 𝜙𝑘‖𝑀𝑝 . 2𝑘𝑚|ℎ|𝑚. (1.5.10)

又显然(1.5.10)对𝑘 = 0也对, 从而由(1.5.7)得

‖F−1𝜌𝑚ℎ 𝜙𝑘F𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓‖𝑝 . 2𝑘𝑚|ℎ|𝑚‖△𝑘𝜕
𝑁
𝑥𝑗𝑓‖𝑝. (1.5.11)

再次利用(1.5.7)的技巧和乘子性质(1.2.13),

‖𝜕𝑁𝑥𝑗△𝑘𝑓‖𝑝 . 2𝑁𝑘‖△𝑘𝑓‖𝑝. (1.5.12)

综合(1.5.8)(1.5.11)和(1.5.12)便得(1.5.6). 将(1.5.6)的估计代入(1.5.5)有

2𝑖(𝑠−𝑁)𝜔𝑚𝑝 (2−𝑖, 𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓) .
∞∑︁
𝑘=0

2(𝑖−𝑘)(𝑠−𝑁)(1 ∧ 2(𝑘−𝑖)𝑚)2𝑠𝑘‖△𝑘𝑓‖𝑝. (1.5.13)

应用(1.5.13), 并使用序列形式的卷积Young不等式,

𝑛∑︁
𝑗=1

(︃ ∞∑︁
𝑖=−∞

(︁
2𝑖(𝑠−𝑁)𝜔𝑚𝑝 (2−𝑖, 𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓)

)︁𝑞)︃1/𝑞

. ‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,𝑞
. (1.5.14)

8注意不要混淆差分算子和二进制分解算子.
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显然有‖𝑓‖𝑝 . ‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,𝑞
. 所以(1.5.3)的左端可以控制右端.

下面, 我们来证明(1.5.3)的右端可以控制左端. 令𝜌𝑗𝑘(𝜉) = 𝑒i2
−𝑘𝜉𝑗 − 1. 我

们只需要证明

‖△𝑘𝑓‖𝑝 . 2−𝑁𝑘
𝑛∑︁
𝑗=1

‖F−1𝜌𝑚𝑗𝑘F𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓‖𝑝, 𝑘 > 1. (1.5.15)

事实上, 若(1.5.15)成立, 则由𝜔𝑚𝑝 (𝑡, 𝑓)的定义,

‖F−1𝜌𝑚𝑗𝑘F𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓‖𝑝 . 𝜔
𝑚
𝑝 (2−𝑘, 𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓), 𝑘 > 1. (1.5.16)

故由(1.5.16)和Besov空间范数的定义(𝜙0 ∈𝑀𝑝),

‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,𝑞
. ‖𝑓‖𝑝 +

𝑛∑︁
𝑗=1

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

(︁
2𝑘(𝑠−𝑁)𝜔𝑚𝑝 (2−𝑘, 𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓)

)︁𝑞)︃1/𝑞

. (1.5.17)

这表明(1.5.3)的右端可以控制左端. 下面我们来证明(1.5.15), 为此需要一个引

理：

引引引理理理1.5.2. 存在函数𝜒𝑗 (𝑗 = 1, ..., 𝑛) 满足

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜒𝑗(𝜉) = 1, ∀ 𝜉 ∈ {𝜉 : 1/2 6 |𝜉| 6 2}; (1.5.18)

supp𝜒𝑗 ⊂ {𝜉 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛) : |𝜉𝑗 | > 1/3
√
𝑛}. (1.5.19)

证明.取非负函数𝜅 ∈ S (R)使得 supp𝜅 ⊂ {𝜉 ∈ R : |𝜉| > 1/3
√
𝑛}.

又取非负函数𝜁 ∈ S (R𝑛−1)使得 supp 𝜁 ⊂ {𝜉 ∈ R𝑛−1 : |𝜉| 6 3}. 为简单
令𝜉𝑗 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑗−1, 𝜉𝑗+1, ..., 𝜉𝑛). 又记

𝜒𝑗(𝜉) =

⎧⎨⎩
𝜅(𝜉𝑗)𝜁(𝜉

𝑗)∑︀𝑛
𝑗=1 𝜅(𝜉𝑗)𝜁(𝜉

𝑗)
,
∑︀𝑛

𝑗=1 𝜅(𝜉𝑗)𝜁(𝜉
𝑗) ̸= 0,

0,
∑︀𝑛

𝑗=1 𝜅(𝜉𝑗)𝜁(𝜉
𝑗) = 0.

(1.5.20)

容易验证𝜒𝑗满足引理的条件. �

最后完成(1.5.15)的证明. 由上面的引理, 对𝑘 > 1,

‖△𝑘𝑓‖𝑝 6
𝑛∑︁
𝑗=1

‖F−1𝜌−𝑚𝑗𝑘 𝜙𝑘𝜒𝑗(2
−𝑘·)𝜉−𝑁𝑗 F (F−1𝜌𝑚𝑗𝑘F𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓)‖𝑝. (1.5.21)
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由命题1.2.5,

(𝑒i𝜉𝑗 − 1)−𝑚𝜙𝜒𝑗𝜉
−𝑁
𝑗 ∈𝑀𝑝, (1.5.22)

其中𝜙见(1.3.4), 再由命题1.2.4和(1.5.21)即有(1.5.15)成立. �

显然, 由定理1.5.1可以直接推出

推推推论论论1.5.3. 设𝑠 > 0, 𝑠 ̸∈ N. 用[𝑠]表示𝑠的整数部分, 1 6 𝑝, 𝑞 6∞, 则

‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,𝑞

∼ ‖𝑓‖𝑝 +
𝑛∑︁
𝑗=1

(︃∫︁ ∞

0

(︁
𝑡[𝑠]−𝑠 sup

|ℎ|6𝑡
‖ Mℎ 𝜕[𝑠]𝑥𝑗 𝑓‖𝑝

)︁𝑞 𝑑𝑡
𝑡

)︃1/𝑞

(1.5.23)

其中Mℎ表示一次差分.

在做发展方程的非线性估计时, 应用(1.5.23)非常方便.

S1.6 齐齐齐次次次空空空间间间�̇�𝑠
𝑝,𝑞

设𝜙由(1.3.4)定义, 平行于(1.3.5), 我们可以很自然地定义下面的函数

列{𝜙𝑘}𝑘∈Z:

𝜙𝑘(𝜉) = 𝜙(2−𝑘𝜉), 𝑘 ∈ Z. (1.6.1)

易知 ∑︁
𝑘∈Z

𝜙𝑘(𝜉) = 1, 𝜉 ∈ R𝑛 ∖ {0}, (1.6.2)

按照(1.3.6)的方式, 可以定义

△𝑘 = F−1𝜙𝑘F , 𝑘 ∈ Z (1.6.3)

平行于𝑋𝑠
𝑝,𝑞, 下面我们使用{△𝑘}𝑘∈Z和函数空间ℓ𝑞(𝐿𝑝), 𝐿𝑝(ℓ𝑞) 相互结合来定

义�̇�𝑠
𝑝,𝑞. 注意在(1.6.1)―(1.6.3)中, 对频率空间中𝜉 = 0点没有做任何要求, 因此

需要对Schwartz空间S及其对偶空间S ′也做相应修改. 记

Ṡ (R𝑛) = {𝑓 ∈ S (R𝑛) : (𝐷𝛼 ̂︀𝑓)(0) = 0, ∀𝛼}. (1.6.4)

Ṡ := Ṡ (R𝑛)作为S的子空间, 其上赋与S一样的拓扑, 再用Ṡ ′ := Ṡ ′(R𝑛)表
示Ṡ的拓扑对偶空间. 由此可以引入齐次空间�̇�𝑠

𝑝,𝑞, 设
9

−∞ < 𝑠 <∞, 1 6 𝑝, 𝑞 6∞ (1.6.5)

9与前面一样, 我们也可以考虑0 < 𝑝, 𝑞 6∞ 的情形.
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𝑝,𝑞

定义：

�̇�𝑠
𝑝,𝑞 =

{︂
𝑓 ∈ Ṡ ′(R𝑛) : ‖𝑓‖�̇�𝑠

𝑝,𝑞
<∞

}︂
, (1.6.6)

‖𝑓‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞

:=

(︂ ∞∑︁
𝑘=−∞

2𝑘𝑠𝑞‖△𝑘𝑓‖𝑞𝑝
)︂1/𝑞

, (1.6.7)

�̇�𝑠
𝑝,𝑞被称为是齐次Besov空间. 又设

−∞ < 𝑠 <∞, 1 6 𝑝 <∞, 1 6 𝑞 6∞, (1.6.8)

定义：

�̇� 𝑠𝑝,𝑞 =

{︂
𝑓 ∈ Ṡ ′(R𝑛) : ‖𝑓‖�̇� 𝑠

𝑝,𝑞
<∞

}︂
, (1.6.9)

‖𝑓‖�̇� 𝑠
𝑝,𝑞

:=

⃦⃦⃦⃦(︂ ∞∑︁
𝑘=−∞

2𝑘𝑠𝑞|△𝑘𝑓 |𝑞
)︂1/𝑞 ⃦⃦⃦⃦

𝑝

, (1.6.10)

�̇� 𝑠𝑝,𝑞被称为是齐次Triebel-Lizorkin空间.

以后我们仍用�̇�𝑠
𝑝,𝑞, 笼统地称�̇�

𝑠
𝑝,𝑞或�̇�

𝑠
𝑝,𝑞. 使用膨胀变换知

‖𝑓(2ℓ·)‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞

= 2ℓ(𝑛−𝑠/𝑝)‖𝑓‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞

(1.6.11)

由此容易理解为何称�̇�𝑠
𝑝,𝑞为齐次空间. �̇�𝑠

𝑝,𝑞与𝑋
𝑠
𝑝,𝑞有很多相似之处, 我们只列

举, 证明与前面类似, 读者可自行完成. 若无特别声明, 对�̇�𝑠
𝑝,𝑞和�̇�

𝑠
𝑝,𝑞总是分别

假定条件(1.6.5)和(1.6.8)满足.

命命命题题题1.6.1. 设�̇�𝑠
𝑝,𝑞为�̇�

𝑠
𝑝,𝑞或�̇�

𝑠
𝑝,𝑞. 则有

(1) �̇�𝑠
𝑝,𝑞为Banach空间;

(2) Ṡ ⊂ �̇�𝑠
𝑝,𝑞 ⊂ Ṡ ′;

(3) 若1 6 𝑝, 𝑞 <∞, 则Ṡ在�̇�𝑠
𝑝,𝑞中稠密;

(4) 若𝑞1 6 𝑞2, 则�̇�𝑠
𝑝,𝑞1 ⊂ �̇�𝑠

𝑝,𝑞2 ;

(5) 设1 6 𝑝 <∞, 则�̇�𝑠
𝑝,𝑝∧𝑞 ⊂ �̇� 𝑠𝑝,𝑞 ⊂ �̇�𝑠

𝑝,𝑝∨𝑞

定定定理理理 1.6.2. 设−∞ < 𝑠2 < 𝑠1 <∞且𝑠1−𝑛/𝑝1 = 𝑠2−𝑛/𝑝2, 1 6 𝑟, 𝑞 6∞

�̇�𝑠1
𝑝1,𝑟 ⊂ �̇�𝑠2

𝑝2,𝑟, �̇� 𝑠1𝑝1,𝑟 ⊂ �̇� 𝑠2𝑝2,𝑞

本书反复用定理1.6.2. 其中第一个嵌入的证明是平凡的, 和Besov空间的

证明一样, 第二个嵌入的证明与Triebel-Lizorkin空间稍有不同, 证明见附录.
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定定定理理理 1.6.3. 设𝑠 > 0, 𝑚,𝑁 ∈ N, 𝑁 < 𝑠,𝑁 +𝑚 > 𝑠, 1 6 𝑝, 𝑞 6∞. 则有

‖𝑓‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞

∼
𝑛∑︁
𝑗=1

(︂∫︁ ∞

0
𝑡𝑞(𝑁−𝑠)𝜔𝑚𝑝 (𝑡, 𝜕𝑁𝑥𝑗𝑓)

𝑞 𝑑𝑡

𝑡

)︂1/𝑞

.

特别若𝑠 > 0, 𝑠 /∈ N, 则

‖𝑓‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞

∼
𝑛∑︁
𝑗=1

(︃∫︁ ∞

0
𝑡𝑞([𝑠]−𝑠) sup

|ℎ|6𝑡
‖ Mℎ 𝜕[𝑠]𝑥𝑗 𝑓‖

𝑞
𝑝

𝑑𝑡

𝑡

)︃1/𝑞

.

下面的命题是命题1.5.1和定理1.6.3的推论, 表明了齐次和非齐次空间的

关系：

命命命题题题1.6.4. 设𝑠 > 0, 1 6 𝑝, 𝑞 6∞. 则有

𝐵𝑠
𝑝,𝑞 = 𝐿𝑝 ∩ �̇�𝑠

𝑝,𝑞

最后我们给出齐次Besov空间上的一个插值不等式, 在PDE非线性项的估

计中非常有用, 见[43, 51].

命命命题题题1.6.5. (凸性Hölder 不等式) 设1 6 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 6∞, 0 6 𝜃𝑖 6 1, 𝜎𝑖, 𝜎 ∈ R
(𝑖 = 1, . . . , 𝑁),

∑︀𝑁
𝑖=1 𝜃𝑖 = 1, 𝜎 =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝜃𝑖𝜎𝑖, 1/𝑝 =

∑︀𝑁
𝑖=1 𝜃𝑖/𝑝𝑖, 以及1/𝑞 =∑︀𝑁

𝑖=1 𝜃𝑖/𝑞𝑖. 则有∩𝑁𝑖=1�̇�
𝜎𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖 ⊂ �̇�𝜎

𝑝,𝑞 且对任何𝑣 ∈ ∩𝑁𝑖=1�̇�
𝜎𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖 ,

‖𝑣‖�̇�𝜎
𝑝,𝑞
6

𝑁∏︁
𝑖=1

‖𝑣‖𝜃𝑖
�̇�

𝜎𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖

.

这一估计对�̇� 𝜎𝑝,𝑞也对(𝑝, 𝑝𝑖 ̸= ∞).

证明.先对𝐿𝑝空间使用Hölder不等式, 再对ℓ𝑞空间使用Hölder不等式, 即可

证明结论. 详细如下：

‖𝑣‖�̇�𝜎
𝑝,𝑞

=

(︃∑︁
𝑘∈Z

2𝜎𝑘𝑞‖△𝑘𝑣‖𝑞𝑝

)︃1/𝑞

6

(︃∑︁
𝑘∈Z

2𝜎𝑘𝑞
𝑁∏︁
𝑖=1

‖△𝑘𝑣‖𝜃𝑖𝑞𝑝𝑖

)︃1/𝑞

=

(︃∑︁
𝑘∈Z

𝑁∏︁
𝑖=1

(2𝑘𝜎𝑖𝜃𝑖‖△𝑘𝑣‖𝜃𝑖𝑝𝑖)
𝑞

)︃1/𝑞

6
𝑁∏︁
𝑖=1

‖𝑣‖𝜃𝑖
�̇�

𝜎𝑖
𝑝𝑖,𝑞𝑖

.

对�̇� 𝜎𝑝,𝑞可做类似讨论. �
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𝑝,𝑞

S1.7 Bessel(Riesz)位位位势势势空空空间间间𝐻𝑠
𝑝 (�̇�𝑠

𝑝)

回忆𝐽𝑠 = (𝐼 − Δ)𝑠/2和𝐼𝑠 = (−Δ)𝑠/2分别被称为Bessel位势和Riesz位势.

设

1 < 𝑝 <∞, −∞ < 𝑠 <∞. (1.7.1)

我们记

𝐻𝑠
𝑝 =

{︁
𝑓 ∈ S ′ : ‖𝑓‖𝐻𝑠

𝑝
:= ‖𝐽𝑠𝑓‖𝑝 <∞

}︁
; (1.7.2)

�̇�𝑠
𝑝 =

{︁
𝑓 ∈ Ṡ ′ : ‖𝑓‖�̇�𝑠

𝑝
:= ‖𝐼𝑠𝑓‖𝑝 <∞

}︁
. (1.7.3)

𝐻𝑠
𝑝 和�̇�

𝑠
𝑝 分别被称为是Bessel位势空间和Riesz位势空间. 下面我们给出𝐻𝑠

𝑝

和�̇�𝑠
𝑝上的等价范数:

定定定理理理 1.7.1. (Littlewood–Paley平方函数定理) 设𝑠, 𝑝 满足(1.7.1). 则在等

价范数意义下, 有

𝐻𝑠
𝑝 = 𝐹 𝑠𝑝,2, �̇�𝑠

𝑝 = �̇� 𝑠𝑝,2. (1.7.4)

定理1.7.1可以在许多著作中找到, 如见Stein [140], Triebel [157]. 我们这

里略去证明.

定定定理理理 1.7.2. 设−∞ < 𝑠2 6 𝑠1 < ∞, 1 < 𝑝1 6 𝑝2 < ∞, 𝑠1 − 𝑛/𝑝1 =

𝑠2 − 𝑛/𝑝2. 则有

𝐻𝑠1
𝑝1 ⊂ 𝐻𝑠2

𝑝2 , �̇�𝑠1
𝑝1 ⊂ �̇�𝑠2

𝑝2 . (1.7.5)

证明.这是定理1.7.1和定理1.4.5, 1.6.2的直接推论. �

命命命题题题1.7.3. 设𝑠, 𝑝 满足(1.7.1). 我们有下面的结论

(1) 𝐻𝑠
𝑝 为Banach空间;

(2) S ⊂ 𝐻𝑠
𝑝 ⊂ S ′ 且S在𝐻𝑠

𝑝中稠密;

(3) 𝐵𝑠
𝑝,𝑝 ⊂ 𝐻𝑠

𝑝 ⊂ 𝐵𝑠
𝑝,2 (1 < 𝑝 6 2), 𝐵𝑠

𝑝,2 ⊂ 𝐻𝑠
𝑝 ⊂ 𝐵𝑠

𝑝,𝑝 (2 6 𝑝 <∞);

(4) 𝐻𝑠+𝜀
𝑝 ⊂ 𝐻𝑠

𝑝 (𝜀 > 0);

(5) 𝐻𝑠
𝑝 ⊂ 𝐿∞ (𝑠 > 𝑛/𝑝).

注注注记记记1.7.4. 命题1.7.3中的(1)–(3)对Riesz位势空间也是成立的,命题1.7.3

的证明也是由定理1.7.1和𝐹 𝑠𝑝,2的相关结论得到.
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命命命题题题1.7.5. 设𝑠 > 0, 1 < 𝑝 <∞. 我们有𝐻𝑠
𝑝 = 𝐿𝑝 ∩ �̇�𝑠

𝑝 . 如果𝑠为整数, 则

有

‖𝑓‖�̇�𝑠
𝑝
∼
∑︁
|𝛼|=𝑠

‖𝐷𝛼𝑓‖𝑝.

下面我们再建立一个变形的Hölder不等式, 这一不等式最早似乎见

于Pecher [130], 后来作者在博士论文[166]给出下面较为完整的形式.

命命命题题题1.7.6. (变形Hölder不等式I) 设1 6 𝑝 < ∞, 1 < 𝑝𝑖 < ∞. 设𝛼𝑖 为多

重指标满足|𝛼𝑖| 6 𝑠𝑖, 𝜌𝑖 > 0,

𝑎𝑖 = 𝜌𝑖

(︂
1

𝑝𝑖
− 𝑠𝑖 − |𝛼𝑖|

𝑛

)︂
, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁 + 1. (1.7.6)

如果每个𝑎𝑖 > 0, 且
∑︀𝑁+1

𝑖=0 𝑎𝑖 = 1/𝑝, 则有

⃦⃦⃦𝑁+1∏︁
𝑖=0

|𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖|𝜌𝑖
⃦⃦⃦
𝐿𝑝
6 𝐶

𝑁+1∏︁
𝑖=0

‖𝑢𝑖‖𝜌𝑖�̇�𝑠𝑖
𝑝𝑖

. (1.7.7)

(1.7.7)中将�̇�𝑠𝑖
𝑝𝑖替换为𝐻

𝑠𝑖
𝑝𝑖 , 结论仍然成立.

证明.设𝑞𝑖 = 1/𝑎𝑖. 由于1/𝑝 =
∑︀𝑁+1

𝑖=0 1/𝑞𝑖, 我们由Hölder不等式得到

⃦⃦⃦𝑁+1∏︁
𝑖=0

|𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖|𝜌𝑖
⃦⃦⃦
𝐿𝑝
6

𝑁+1∏︁
𝑖=0

‖𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖‖𝜌𝑖𝜌𝑖𝑞𝑖 .
𝑁+1∏︁
𝑖=0

‖𝑢𝑖‖𝜌𝑖
�̇�

|𝛼𝑖|
𝜌𝑖𝑞𝑖

. (1.7.8)

注意1/𝜌𝑖𝑞𝑖 − |𝛼𝑖|/𝑛 = 1/𝑝𝑖 − 𝑠𝑖/𝑛, 使用嵌入定理1.7.2, 得到�̇�𝑠𝑖
𝑝𝑖 ⊂ �̇�

|𝛼𝑖|
𝜌𝑖𝑞𝑖 . 结

合(1.7.8) 得到结论. �

命命命题题题1.7.7. (变形Hölder不等式II) 设1 6 𝑝 < ∞, 1 < 𝑝𝑖 < ∞, |𝛼𝑖| 6 𝑠𝑖,

𝜌𝑖 > 0, 𝑎𝑖同(1.7.6). 我们有

(1) 如果每个𝑎𝑖 ̸= 0, 且
∑︀

𝑎𝑖>0 𝑎𝑖 = 1/𝑝, 则有

⃦⃦⃦𝑁+1∏︁
𝑖=0

|𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖|𝜌𝑖
⃦⃦⃦
𝐿𝑝
6 𝐶

𝑁+1∏︁
𝑖=0

‖𝑢𝑖‖𝜌𝑖𝐻𝑠𝑖
𝑝𝑖

. (1.7.9)

(2) 若
∑︀

𝑎𝑖>0 𝑎𝑖 < 1/𝑝 6
∑︀𝑁

𝑖=1 𝜌𝑖/𝑝𝑖, 则(1.7.9) 仍然成立.
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证明.首先我们证明(1). 不妨假设𝑎0, ..., 𝑎𝐾 > 0, 𝑎𝐾+1, ..., 𝑎𝑁+1 < 0. 我

们由Hölder不等式得到

⃦⃦⃦𝑁+1∏︁
𝑖=0

|𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖|𝜌𝑖
⃦⃦⃦
𝐿𝑝
.

𝐾∏︁
𝑖=0

‖𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖‖𝜌𝑖𝜌𝑖𝑞𝑖
𝑁+1∏︁
𝑖=𝐾+1

‖𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖‖𝜌𝑖∞. (1.7.10)

由命题1.7.6知道,

𝐾∏︁
𝑖=0

‖𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖‖𝜌𝑖𝜌𝑖𝑞𝑖 .
𝐾∏︁
𝑖=0

‖𝑢𝑖‖𝜌𝑖�̇�𝑠𝑖
𝑝𝑖

. (1.7.11)

由𝑎𝑖 < 0 (𝑖 = 𝐾 + 1, ..., 𝑁 + 1) 和命题1.7.3的(5)知道,

𝑁+1∏︁
𝑖=𝐾+1

‖𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖‖𝜌𝑖∞ .
𝑁+1∏︁
𝑖=𝐾+1

‖𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖‖𝜌𝑖
𝐻

𝑠𝑖−|𝛼𝑖|
𝑝𝑖

.
𝑁+1∏︁
𝑖=𝐾+1

‖𝑢𝑖‖𝜌𝑖𝐻𝑠𝑖
𝑝𝑖

. (1.7.12)

结合(1.7.10)–(1.7.12) 得到结论.

下面证明(2). 不失一般性, 我们假设𝑎0, ..., 𝑎𝐾 > 0, 𝑎𝐾+1 = ... = 𝑎𝐽 = 0,

𝑎𝐽+1, ..., 𝑎𝑁+1 < 0.

情情情况况况1. 1/𝑝 6
∑︀𝐾

𝑖=0 𝜌𝑖/𝑝𝑖. 由已知条件我们首先可以取到𝑞𝐾+1, ..., 𝑞𝑁 ≫
1 (对任何𝑖 > 𝐾, 𝑞𝑖 > 𝑝𝑖/𝜌𝑖) 满足

𝐾∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 +

𝑁+1∑︁
𝑖=𝐾+1

1

𝑞𝑖
<

1

𝑝
6

𝐾∑︁
𝑖=0

𝜌𝑖
𝑝𝑖
. (1.7.13)

从而一定可以选取到𝑞𝑖 (𝑖 = 0, ...,𝐾)满足𝑝𝑖/𝜌𝑖 6 𝑞𝑖 6 1/𝑎𝑖且1/𝑝 =
∑︀𝑁+1

𝑖=0 1/𝑞𝑖.

重复上面的计算, 得到

⃦⃦⃦𝑁+1∏︁
𝑖=0

|𝐷𝛼𝑖𝑢𝑖|𝜌𝑖
⃦⃦⃦
𝐿𝑝
6 𝐶

𝑁+1∏︁
𝑖=0

‖𝑢𝑖‖𝜌𝑖
𝐻

|𝛼𝑖|
𝜌𝑖𝑞𝑖

. (1.7.14)

由于1/𝑞𝑖𝜌𝑖 > 1/𝑝𝑖 − (𝑠 − |𝛼𝑖|)/𝑛, 𝑝𝑖 6 𝑞𝑖𝜌𝑖, 我们知道𝐻
𝑠𝑖
𝑝𝑖 ⊂ 𝐻

|𝛼𝑖|
𝜌𝑖𝑞𝑖 . 再结

合(1.7.14)得到结论.

情情情形形形2.
∑︀𝐾

𝑖=0 𝜌𝑖/𝑝𝑖 < 1/𝑝 6
∑︀𝑁+1

𝑖=0 𝜌𝑖/𝑝𝑖. 此时可令𝑞𝑖 = 𝑝𝑖/𝜌𝑖, 𝑖 =

0, ...,𝐾. 对𝑖 = 𝐾 + 1, ..., 𝑁 + 1, 又总可以找到𝑞𝑖 ∈ [𝑝𝑖/𝜌𝑖,∞) 使得1/𝑝 =∑︀𝑁+1
𝑖=0 1/𝑞𝑖. 平行如上的讨论, 就可以得到结论的证明. �
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S1.8 Gagliardo-Nirenberg 不不不等等等式式式: 分分分数数数阶阶阶导导导数数数情情情形形形

我们把Gagliardo-Nirenberg (GN) 不等式推广成分数阶导数形式, 通过使

用二进制分解, 对这一不等式得到了一个非常简单的证明. 另外, 分数阶导数

情形也是有独立意义的. 本节的结果是由本书第一作者得到的, 没有发表过.

S1.8.1 Besov 空空空间间间情情情形形形

命命命题题题1.8.1. 设0 < 𝑝, 𝑝𝑖, 𝑞, 𝑞𝑖 6∞, 𝑠, 𝑠0, 𝑠1 ∈ R, 𝑠0 6 𝑠1, 0 6 𝜃 6 1. 假定

1

𝑞
=

1− 𝜃

𝑞0
+
𝜃

𝑞1
. (1.8.1)

那么

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞
. ‖𝑢‖1−𝜃

�̇�
𝑠0
𝑝0,𝑞0

‖𝑢‖𝜃
�̇�

𝑠1
𝑝1,𝑞1

(1.8.2)

成立的充要条件是

1

𝑝
− 𝑠

𝑛
= (1− 𝜃)

(︂
1

𝑝0
− 𝑠0
𝑛

)︂
+ 𝜃

(︂
1

𝑝1
− 𝑠1
𝑛

)︂
, 𝜃(𝑠1 − 𝑠0) > 𝑠− 𝑠0. (1.8.3)

�̇�𝑠
𝑝,𝑞 和�̇�

𝑠
𝑝𝑖,𝑞𝑖 分别被�̇�

𝑠
𝑝,𝑞 和�̇�

𝑠
𝑝𝑖,𝑞𝑖 所取代, 结论仍成立.

证明. (充分性) 由条件(1.8.3),

1

𝑝
− 1− 𝜃

𝑝0
− 𝜃

𝑝1
=
𝑠

𝑛
− (1− 𝜃)

𝑠0
𝑛

− 𝜃
𝑠1
𝑛

:= −𝜂 6 0. (1.8.4)

选取𝑝* 和𝑠* 满足
1

𝑝*
=

1

𝑝
+ 𝜂, 𝑠* = 𝑠+ 𝑛𝜃.

使用凸性Hölder 不等式, 我们有

‖𝑓‖�̇�𝑠*
𝑝*,𝑞
. ‖𝑓‖1−𝜃

�̇�
𝑠0
𝑝0,𝑞0

‖𝑓‖𝜃
�̇�

𝑠1
𝑝1,𝑞1

. (1.8.5)

使用包含关系�̇�𝑠*
𝑝*,𝑞 ⊂ �̇�𝑠

𝑝,𝑞, 我们得到结论.

(必要性) 使用scaling,

‖𝑓(𝜆·)‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞

= 𝜆𝑠−𝑛/𝑝‖𝑓‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞
, 𝜆 > 0.

因此, 如果(1.8.2) 成立, 我们有

𝜆𝑠−𝑛/𝑝−[(1−𝜃)(𝑠0−𝑛/𝑝0)+𝜃(𝑠1−𝑛/𝑝1)] 6 𝐶.
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𝑝,𝑞

令𝜆→ 0或𝜆→ ∞,我们立即得到𝑠−𝑛/𝑝−[(1−𝜃)(𝑠0−𝑛/𝑝0)+𝜃(𝑠1−𝑛/𝑝1) = 0.

下面, 我们证明𝑠 − 𝑠0 6 𝜃(𝑠1 − 𝑠0). 若不然, 𝑠 − 𝑠0 > 𝜃(𝑠1 − 𝑠0). 首

先假设𝑠0 = 0. 不失一般性, 我们可假设supp 𝜙 ⊂ {𝜉 : 1/2 6 |𝜉| 6 3/2} 且
对3/4 6 |𝜉| 6 1, 𝜙(𝜉) = 1. 从而,

𝜙(2−𝑗𝜉) = 1, 3 · 2𝑗−2 6 |𝜉| 6 2𝑗 .

记

𝜌𝑗(𝜉) = 𝜙(2(𝜉 − (7 · 2𝑗−3, 0, ..., 0))), (1.8.6)

对充分小的𝜀 > 0, 记

𝑓(𝜉) =

𝑁∑︁
𝑗=100

2𝜀𝑗𝜌𝑗(𝜉). (1.8.7)

这导致

‖𝑓‖𝑞
�̇�𝑠

𝑝,𝑞
=

𝑁∑︁
𝑗=100

2(𝑠+𝜀)𝑞𝑗‖F−1(𝜙𝑗𝜌𝑗)‖𝑞𝑝.

注意到𝜙𝑗(𝜉) = 1 在𝜌𝑗 的支集上成立, 我们有

‖F−1(𝜙𝑗𝜌𝑗)‖𝑝 = ‖F−1𝜌𝑗‖𝑝 = ‖F−1𝜌0‖𝑝.

从而,

‖𝑓‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞

∼ 2(𝑠+𝜀)𝑁 .

类似地,

‖𝑓‖�̇�0
𝑝0,𝑞0

∼ 2𝜀𝑁 , ‖𝑓‖�̇�𝑠1
𝑝1,𝑞1

∼ 2(𝑠1+𝜀)𝑁 .

由(1.8.2), 我们得到2(𝑠+𝜀)𝑁 < 2𝜀𝑁2𝑠1𝜃𝑁 . 但是如果𝑁 充分大, 这与𝑠 > 𝜃𝑠1 矛

盾. 用𝑠− 𝑠0 取代𝑠, 可以得到一般情形的证明. �

我们自然要问: 条件(1.8.1) 是否对(1.8.2) 也是必要的? 回答是否定的, 我

们有下面的

命命命题题题1.8.2. 设0 < 𝑞 <∞, 0 < 𝑝0, 𝑝1, 𝑝 6∞, 0 < 𝜃 < 1, −∞ < 𝑠, 𝑠0, 𝑠1 <

∞. 那么

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞
. ‖𝑢‖1−𝜃

�̇�
𝑠0
𝑝0,∞

‖𝑢‖𝜃
�̇�

𝑠1
𝑝1,∞

(1.8.8)
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成立的充要条件是

1

𝑝
− 𝑠

𝑛
= (1− 𝜃)

(︂
1

𝑝0
− 𝑠0
𝑛

)︂
+ 𝜃

(︂
1

𝑝1
− 𝑠1
𝑛

)︂
, (1.8.9)

𝑠− 𝑛

𝑝
̸= 𝑠0 −

𝑛

𝑝0
, (1.8.10)

𝑠 6 (1− 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1. (1.8.11)

证明.我们不妨设𝑠0 = 0, 其余情况可以类似证明.

(充充充分分分性性性) 第一步, 我们考虑𝑝 > 𝑝0 ∨ 𝑝1 的情况. 由定义,

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞

=

⎛⎝ ∑︁
𝑁 dyadic

𝑁 𝑠𝑞‖△𝑁𝑢‖𝑞𝑝

⎞⎠ 1
𝑞

(1.8.12)

从(1.8.11) 可以看出

𝜃

(︂
1

𝑝
− 1

𝑝1
+
𝑠1 − 𝑠

𝑛

)︂
= (1− 𝜃)

(︂
𝑠

𝑛
+

1

𝑝0
− 1

𝑝

)︂
. (1.8.13)

因为0 < 𝜃 < 1, 所以(1.8.11) 蕴含了
(︀
𝑛
𝑝 − 𝑛

𝑝1
+ 𝑠1 − 𝑠

)︀(︀
𝑠+ 𝑛

𝑝0
− 𝑛

𝑝

)︀
> 0.

情形1. 我们考虑

𝑠1 − 𝑠+
𝑛

𝑝
− 𝑛

𝑝1
> 0, 𝑠+

𝑛

𝑝0
− 𝑛

𝑝
> 0. (1.8.14)

首先, 我们考察𝑞 < 1/2, 𝑞−1 ∈ N 的情形. 为简明我们记𝐾 := 𝑞−1. 因此,

‖𝑢‖𝑞
�̇�𝑠

𝑝,𝑞
6

∑︁
𝑁1>...>𝑁𝐾

𝑁 𝑠𝑞
1 . . . 𝑁 𝑠𝑞

𝐾 ‖△𝑁1𝑢‖𝑞𝑝 . . . ‖△𝑁𝐾
𝑢‖𝑞𝑝

=
∑︁

𝑁1>...>𝑁𝐾

(𝑁 𝑠
1 ...𝑁

𝑠
𝐾‖△𝑁1𝑢‖𝑝...‖△𝑁𝐾

𝑢‖𝑝)𝑞
2

× (𝑁 𝑠
1 . . . 𝑁

𝑠
𝐾‖△𝑁1𝑢‖𝑝 . . . ‖△𝑁𝐾

𝑢‖𝑝)𝑞(1−𝑞) . (1.8.15)

由Bernstein 不等式,

‖△𝑁𝑢‖𝑝 6 𝑁
𝑛
𝑝0

−𝑛
𝑝 ‖△𝑁𝑢‖𝑝0 , (1.8.16)

‖△𝑁𝑢‖𝑝 6 𝑁
𝑛
𝑝1

−𝑛
𝑝 ‖△𝑁𝑢‖𝑝1 . (1.8.17)

可以选取𝑎 ∈ (0, 1], 𝑘 > 1 满足𝜃𝐾 = 𝑘 − 1 + 𝑎. 因此,

‖△𝑁1𝑢‖𝑝...‖△𝑁𝐾
𝑢‖𝑝
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𝑝,𝑞

=(‖△𝑁1𝑢‖𝑝...‖△𝑁𝑘−1
𝑢‖𝑝‖△𝑁𝑘

𝑢‖𝑎𝑝)(‖△𝑁𝑘
𝑢‖1−𝑎𝑝 ‖△𝑁𝑘+1

𝑢‖𝑝 . . . ‖△𝑁𝐾
𝑢‖𝑝)

. 𝑁
(1−𝑎)( 𝑛

𝑝0
−𝑛

𝑝
)

𝑘 𝑁
𝑛
𝑝0

−𝑛
𝑝

𝑘+1 . . . 𝑁
𝑛
𝑝0

−𝑛
𝑝

𝐾 ‖△𝑁𝑘
𝑢‖1−𝑎𝑝0 ‖△𝑁𝑘+1

𝑢‖𝑝0 . . . ‖△𝑁𝐾
𝑢‖𝑝0

×𝑁
𝑛
𝑝1

−𝑛
𝑝

1 . . . 𝑁
𝑛
𝑝1

−𝑛
𝑝

𝑘−1 𝑁
𝑎( 𝑛

𝑝1
−𝑛

𝑝
)

𝑘 ‖△𝑁1𝑢‖𝑝1 . . . ‖△𝑁𝑘−1
𝑢‖𝑝1‖△𝑁𝑘

𝑢‖𝑎𝑝1 .
(1.8.18)

将(1.8.18) 代入(1.8.15), 我们有

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞
.

∑︁
𝑁1>...>𝑁𝐾

(𝑁 𝑠
1 . . . 𝑁

𝑠
𝐾‖△𝑁1𝑢‖𝑝 . . . ‖△𝑁𝐾

𝑢‖𝑝)𝑞
2

× Λ(𝑁1, ..., 𝑁𝐾)‖𝑢‖𝑞(1−𝑞)𝜃𝐾
�̇�

𝑠1
𝑝1,∞

‖𝑢‖(1−𝜃)𝐾𝑞(1−𝑞)
�̇�0

𝑝0,∞
. (1.8.19)

其中

Λ(𝑁1, . . . 𝑁𝐾) =
(︁
𝑁

−𝑛
𝑝
+ 𝑛

𝑝1
−𝑠1+𝑠

1 . . . 𝑁
−𝑛

𝑝
+ 𝑛

𝑝1
−𝑠1+𝑠

𝑘−1 𝑁
𝑎(−𝑛

𝑝
+ 𝑛

𝑝1
)−𝑠1

𝑘

×𝑁
(1−𝑎)(−𝑛

𝑝
+ 𝑛

𝑝0
+𝑠)

𝑘 𝑁
−𝑛

𝑝
+ 𝑛

𝑝0
+𝑠

𝑘+1 . . . 𝑁
−𝑛

𝑝
+𝑛

𝑟
+𝑠

𝐾

)︁𝑞(1−𝑞)
.

(1.8.20)

由(1.8.19) 我们有

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞
.

∑︁
𝑁1>...>𝑁𝐾

Λ(𝑁1, . . . 𝑁𝐾)

𝐾∑︁
𝑖=1

(𝑁 𝑠
𝑖 ‖Δ𝑖𝑢‖𝑝)𝑞 (1.8.21)

× ‖𝑢‖(1−𝑞)𝜃
�̇�

𝑠1
𝑝1,∞

‖𝑢‖(1−𝜃)(1−𝑞)
�̇�0

𝑝0,∞
. (1.8.22)

从而, 只要证明

∑︁
𝑁1>...>𝑁𝐾

Λ(𝑁1, . . . 𝑁𝐾)

𝐾∑︁
𝑖=1

(𝑁 𝑠
𝑖 ‖Δ𝑖𝑢‖𝑝)𝑞 . ‖𝑢‖𝑞

�̇�𝑠
𝑝,𝑞
. (1.8.23)

事实上, (1.8.20)–(1.8.23) 蕴含所要的结果. 最后, 我们证明(1.8.23). 使用条件

条件(1.8.14), 我们有下面的估计:∑︁
𝑁1>...>𝑁𝐾

Λ(𝑁1, . . . 𝑁𝐾)(𝑁 𝑠
𝑘‖Δ𝑘𝑢‖𝑝)𝑞

.
∑︁

𝑁𝑘−1>𝑁𝑘

(︂
𝑁𝑘−1

𝑁𝑘

)︂(𝑘−1)(𝑠−𝑠1+ 𝑛
𝑝1

−𝑛
𝑝
)𝑞(1−𝑞)

‖Δ𝑘𝐷
𝑠𝑢‖𝑞𝑝

. ‖𝑢‖𝑞
�̇�𝑠

𝑝,𝑞
. (1.8.24)
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情形 2. 考虑下面的情况:

𝑠1 − 𝑠+
𝑛

𝑝
− 𝑛

𝑝1
< 0, 𝑠+

𝑛

𝑝0
− 𝑛

𝑝
< 0. (1.8.25)

这种情况类似情形1, 我们只需要用求和次序
∑︀

𝑁16...6𝑁𝐾
取代(1.8.15) 中的求

和次序
∑︀

𝑁1>...>𝑁𝐾
, 然后重复如上证明即可, 详细证明省略.

第二步,我们考虑𝑝 < 𝑝0 ∨ 𝑝1 的情况. 由于𝜃 ∈ (0, 1)且1/𝑝 6 (1− 𝜃)/𝑝0+
𝜃/𝑝1, 易见𝑝0 ̸= 𝑝1 且𝑝0 ∧ 𝑝1 < 𝑝 < 𝑝0 ∨ 𝑝1. 设0 < 𝜀≪ 1. 由第一步的结果,

‖𝑓‖�̇�𝑠
𝑝,𝑞
. ‖𝑓‖1/2

�̇�𝑠−𝜀
𝑝,∞

‖𝑓‖1/2
�̇�𝑠+𝜀

𝑝,∞
. (1.8.26)

因为𝑠0 − 𝑛/𝑝0 ̸= 𝑠1 − 𝑛/𝑝1, 可设𝑠0 − 𝑛/𝑝0 < 𝑠1 − 𝑛/𝑝1. 这导致1/𝑝 − 𝑠/𝑛 ∈
(1/𝑝0 − 𝑠0/𝑛, 1/𝑝1 − 𝑠1/𝑛). 所以, 当𝜀 > 0 充分小,

1

𝑝
− 𝑠± 𝜀

𝑛
∈
(︂

1

𝑝0
− 𝑠0
𝑛
,

1

𝑝1
− 𝑠1
𝑛

)︂
.

于是存在𝜃± ∈ (0, 1) 满足

1

𝑝
− 𝑠± 𝜀

𝑛
= (1− 𝜃±)

(︂
1

𝑝0
− 𝑠0
𝑛

)︂
+ 𝜃±

(︂
1

𝑝1
− 𝑠1
𝑛

)︂
.

故由命题1.8.1, 我们得到

‖𝑓‖�̇�𝑠−𝜀
𝑝,∞
. ‖𝑓‖1−𝜃−

�̇�
𝑠0
𝑝0,∞

‖𝑓‖𝜃−
�̇�

𝑠1
𝑝1,∞

, (1.8.27)

‖𝑓‖�̇�𝑠+𝜀
𝑝,∞
. ‖𝑓‖1−𝜃+

�̇�
𝑠0
𝑝0,∞

‖𝑓‖𝜃+
�̇�

𝑠1
𝑝1,∞

. (1.8.28)

易见𝜃 = (𝜃+ + 𝜃−)/2. 将(1.8.27) 和(1.8.28) 代入到(1.8.26), 我们得到结论.

(必要性) 只要证明𝑠1 − 𝑛/𝑝1 ̸= 𝑠0 − 𝑛/𝑝0. 若不然, 则有𝑠 − 𝑛/𝑝 =

𝑠0 − 𝑛/𝑝0 = 𝑠1 − 𝑛/𝑝1. 设

𝑓(𝜉) =

𝑁∑︁
𝑗=100

2(𝑛/𝑝−𝑠)𝑗𝜙𝑗(𝜉). (1.8.29)

我们看到‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,𝑞

∼ 𝑁1/𝑞, ‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝,∞ ∼ 1. 但是这与(1.8.8) 矛盾. �

S1.8.2 Triebel-Lizorkin 空空空间间间和和和分分分数数数阶阶阶Sobolev 空空空间间间情情情形形形

对Triebel 空间�̇� 𝑠𝑝,𝑞 的情况, 我们有
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𝑝,𝑞

命命命题题题1.8.3. 设0 < 𝑝, 𝑝0, 𝑝1, 𝑞 <∞, 𝑠, 𝑠0, 𝑠1 ∈ R, 0 < 𝜃 < 1. 那么

‖𝑢‖�̇� 𝑠
𝑝,𝑞
. ‖𝑢‖1−𝜃

�̇�
𝑠0
𝑝0,∞

‖𝑢‖𝜃
�̇�

𝑠1
𝑝1,∞

(1.8.30)

成立的充要条件是

1

𝑝
− 𝑠

𝑛
= (1− 𝜃)

(︂
1

𝑝0
− 𝑠0
𝑛

)︂
+ 𝜃

(︂
1

𝑝1
− 𝑠1
𝑛

)︂
, (1.8.31)

𝑠 6 (1− 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1, (1.8.32)

若 𝑠 = (1− 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1, 则 𝑠0 ̸= 𝑠1. (1.8.33)

不等式(1.8.30)在凸性条件𝑠 = (1 − 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1,
1
𝑝 = 1−𝜃

𝑝0
+ + 𝜃

𝑝1
下的充分

性可见[125, 20]. 下面是分数阶导数情形下的GN 不等式:

推推推论论论1.8.4. 设1 < 𝑝, 𝑝𝑖 <∞, 𝑠, 𝑠0, 𝑠1 ∈ R, 0 6 𝜃 6 1. 则

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑝
. ‖𝑢‖1−𝜃𝐿𝑝0 ‖𝑢‖𝜃�̇�𝑠1

𝑝1

(1.8.34)

成立的充要条件是

1

𝑝
− 𝑠

𝑛
=

1− 𝜃

𝑝0
+ 𝜃

(︂
1

𝑝1
− 𝑠1
𝑛

)︂
, 𝑠 6 𝜃𝑠1. (1.8.35)

命命命题题题1.8.3 的的的证证证明明明. (充分性) 首先考虑𝑠 < (1 − 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1 的情形. 我们可以

选取充分小的𝜀 > 0 满足

𝑠 6 (1− 𝜃)𝑠*0 + 𝜃𝑠*1, 𝑠*0 := 𝑠0 − 𝜀, 𝑠*1 := 𝑠1 − 𝜀.

因为𝜀 > 0 充分小, 我们可以假设

1

𝑝*0
:=

1

𝑝0
− 𝜀

𝑛
> 0,

1

𝑝*1
:=

1

𝑝1
− 𝜀

𝑛
> 0.

因此,

1

𝑝
− 𝑠

𝑛
= (1− 𝜃)

(︂
1

𝑝*0
− 𝑠*0
𝑛

)︂
+ 𝜃

(︂
1

𝑝*1
− 𝑠*1
𝑛

)︂
. (1.8.36)

这导致

1

𝑝
− 1− 𝜃

𝑝*0
− 𝜃

𝑝*1
=
𝑠

𝑛
− (1− 𝜃)

𝑠*0
𝑛

− 𝜃
𝑠*1
𝑛

:= −𝜂 6 0. (1.8.37)



S1.8 Gagliardo-Nirenberg 不等式: 分数阶导数情形 · 31 ·

取

1

𝑝*
=

1

𝑝
+ 𝜂, 𝑠* = 𝑠+ 𝑛𝜂, (1.8.38)

我们看到

1

𝑝*
=

1− 𝜃

𝑝*0
+

𝜃

𝑝*1
, 𝑠* = (1− 𝜃)𝑠*0 + 𝜃𝑠*1. (1.8.39)

使用Hölder 不等式, 类似Besov 空间情形, 有

‖𝑓‖�̇� 𝑠*
𝑝*,𝑞
. ‖𝑓‖1−𝜃

�̇�
𝑠*0
𝑝*0,𝑞

‖𝑓‖𝜃
�̇�

𝑠*1
𝑝*1,𝑞

.

由包含关系

�̇� 𝑠0𝑝0,∞ ⊂ 𝐹
𝑠*0
𝑝*0,𝑞

, �̇� 𝑠1𝑝1,∞ ⊂ 𝐹
𝑠*1
𝑝*1,𝑞

,

立即获得结论.

其次考虑𝑠 = (1− 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1 且𝑠0 ̸= 𝑠1 的情形. 使用引理 B.2.1,

‖2𝑠𝑗△𝑗𝑓‖ℓ𝑞 . ‖2𝑠0𝑗△𝑗𝑓‖1−𝜃ℓ∞ ‖2𝑠1𝑗△𝑗𝑓‖𝜃ℓ∞ .

再关于空间变量使用一次 Hölder 不等式, 我们便得到结论.

(必要性) 只需要考虑 𝑠 = (1 − 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1 的情况. 如果 𝑠0 = 𝑠1, 则

𝑠 = 𝑠0 = 𝑠1. 不失一般性, 设 𝜌𝑗 由 (1.8.6) 定义, 记

𝑓(𝜉) =

𝑁∑︁
𝑗=100

2−𝑠𝑗𝜌𝑗(𝜉). (1.8.40)

这导致

‖𝑓‖�̇� 𝑠
𝑝,∞

= ‖F−1(𝜌0)‖𝑝 ∼ 1.

但是,

‖𝑓‖�̇� 𝑠
𝑝,𝑞

∼ 𝑁1/𝑞

这与GN不等式矛盾. �

下面的插值引理在研究非线性Schrödinger方程的blowup 解的集中现象

和defocusing 的𝐻1 临界情况下的散射算子的存在性起着重要作用. 这种想法

可以追溯到Bourgain [12], 一般情形由作者[174] 给出, 它是上述结果的推论.
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𝑝,𝑞

命命命题题题1.8.5. 假设0 < 𝑝0 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝑟 6 ∞, −∞ < 𝑠1 < 𝑠 < 𝑠0 < ∞,

0 < 𝜃 < 1 且

1

𝑝
=

𝜃

𝑝0
+

1− 𝜃

∞
, 𝑠 = 𝜃𝑠0 + (1− 𝜃)𝑠1. (1.8.41)

我们有

‖𝑢‖�̇� 𝑠
𝑝,𝑟(R𝑛) 6 𝐶‖𝑢‖

1−𝜃
�̇�

𝑠1∞,∞(R𝑛)
‖𝑢‖𝜃

�̇�
𝑠0
𝑝0,𝑝0

(R𝑛)
. (1.8.42)



第第第二二二章章章 Navier-Stokes方方方程程程的的的局局局部部部、、、整整整体体体解解解

本章研究Navier-Stokes方程(NS方程)解的局部、整体适定性. 所谓适定

性, 是指方程的解的存在唯一性, 继承性以及解对初始值的连续依赖性. 所谓

继承性, 是指初值属于什么空间, 则得到的解在任意生存时间也属于相应的空

间. 解对初值的连续依赖性是指若两个初始值相差很小, 则得到的解在任何生

存时间里也相差很小. 所谓局部(整体)解, 是指解在某个有限时间区间(整个R
或R+ = [0,∞))存在.

寻求非线性发展方程解的局部、整体适定性, 需要我们在解与生存空间中

寻找一种平衡, 弱解、广义解生存的空间范围太大而难以得到唯一性; 光滑解

依赖的空间又太小, 生存成了问题. 寻求解与空间的平衡, 又与方程自身的结

构、算子、半群有千丝万缕的联系. 这也正是非线性发展方程的困难和魅力所

在.

NS方程被公认为是流体力学领域的最基本的方程, 困扰人们多年的三维

和三维以上空间的整体光滑解的存在性迄今一直没有解决.

S2.1 引引引言言言

S2.1.1 模模模型型型、、、能能能量量量结结结构构构

关于NS方程, 二维空间的整体光滑解是由Ladyzhenskaya [102] 首先用能

量方法得到的, 之后Kato [71] 用半群方法结合热半群的衰减估计得到一个新

的证明. Kato 也证明了高维空间NS方程在 𝐿𝑛 的局部解适定性. 本书基于线

性抛物方程的解的时间–空间混合估计给出 𝐿𝑛 解的局部适定性的更简单的证

明, 是由本书第一作者给出的. 二维空间中使用能量守恒, 便可以得到整体适

定性. 但遗憾的是, 在三维和三维以上空间中, 由于 𝐿𝑛 是NS方程的临界空间,

仅用现在已知的能量估计无法控制解的 𝐿𝑛 范数, 整体解的适定性无法得到.

本章的方法当然也适用于其他抛物型的半线性方程, 如Ginzburg-Landau方

程, 热方程等.

不可压的NS方程模型如下:

𝑢𝑡 −Δ𝑢+ (𝑢 · ∇)𝑢+∇𝑝 = 0, div 𝑢 = 0, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), (2.1.1)

其中 Δ =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜕
2
𝑥𝑖 , ∇ = (𝜕𝑥1 , ..., 𝜕𝑥𝑛), div 𝑢 = 𝜕𝑥1𝑢1 + ... + 𝜕𝑥𝑛𝑢𝑛, 𝑢 =

(𝑢1, ..., 𝑢𝑛) 和 𝑝 为 (𝑡, 𝑥) ∈ R+ ×R𝑛 的实未知函数, 𝑢0 = (𝑢10, ..., 𝑢
𝑛
0 ) 表示 𝑢 在

时间 𝑡 = 0 处的初始函数.

33
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由方程的自身结构, 我们容易推出(2.1.1)的光滑解在形式上满足下面的守

恒律:

1

2
‖𝑢(𝑡)‖22 +

∫︁ 𝑡

0
‖∇𝑢(𝑠)‖22𝑑𝑠 =

1

2
‖𝑢0‖22, (2.1.2)

其中 ‖𝑢‖22 :=
∑︀𝑛

𝑖=1 ‖𝑢𝑖‖22, 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑛). 按照上面的守恒律, 我们很自然要

关心解在 𝐿2(R𝑛) 中的适定性, 尤其是整体适定性.

使用紧性方法, 容易得到(2.1.1)在任意维空间的弱解的存在性, 但是对

高维空间 𝑛 > 3, 弱解的唯一性、对初值的连续依赖性难以用紧性方法得到;

见[106].

S2.1.2 NS方方方程程程的的的变变变形形形

设 𝑢, 𝑝 是NS方程的光滑解. 在形式上对NS方程的第一个方程求 div, 注

意到第二个方程 div 𝑢 = 0, 我们立即得到

Δ𝑝+ div [(𝑢 · ∇)𝑢] = 0. (2.1.3)

得到 𝑝 = (−Δ)−1∇ div[(𝑢 · ∇)𝑢]. 为了记述简单, 我们再记

P = 𝐼 + (−Δ)−1∇div. (2.1.4)

将 𝑝 从(2.1.3)中解出然后代回到(2.1.1)的第一个方程, 我们得到

𝑢𝑡 −Δ𝑢+ P [(𝑢 · ∇)𝑢] = 0, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥). (2.1.5)

于是, NS方程被化成抛物类方程.

S2.1.3 临临临界界界空空空间间间

如果 𝑢 是(2.1.5)的光滑解, 则 𝑢𝜆 = 𝜆𝑢(𝜆2𝑡, 𝜆𝑥) (∀ 𝜆 > 0) 也是NS方程的

光滑解, 初始值为 𝑢𝜆(0, 𝑥) = 𝜆𝑢0(𝜆𝑥). 注意到

‖𝑢𝜆(0, ·)‖𝐿𝑟(R𝑛) = 𝜆‖𝑢0(𝜆 ·)‖𝐿𝑟(R𝑛) = 𝜆1−𝑛/𝑟‖𝑢0‖𝐿𝑟(R𝑛), (2.1.6)

我们知道 𝑟 = 𝑛 恰好满足对任何 𝜆 > 0, 𝑢𝜆(0, 𝑥) 的 𝐿𝑟(R𝑛) 范数保持不变. 从

这种角度看, 我们称 𝐿𝑛 是NS方程在所有 𝐿𝑟 空间类中的临界空间.

我们也可以算出 �̇�𝑛/2−1(R𝑛) 是使得 𝑢𝜆(0, 𝑥) 的所有 �̇�𝑠(R𝑛) 范数保持
不变的唯一空间类. 我们也称 �̇�𝑛/2−1为NS方程在所有 �̇�𝑠 空间类中的临界空

间. 从另一方面讲, 注意到 �̇�𝑛/2−1 ⊂ 𝐿𝑛 为最优嵌入, 也不难理解 �̇�𝑛/2−1 为

临界空间.
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S2.2 热热热半半半群群群的的的时时时空空空估估估计计计

S2.2.1 热热热半半半群群群的的的空空空间间间𝐿𝑟 → 𝐿𝑝估估估计计计

记𝐻(𝑡) = 𝑒𝑡Δ = F−1𝑒−𝑡|𝜉|
2
F . 由于𝑒−𝑡|𝜉|

2
为指数衰减函数, 这对应物理

上的耗散现象, 决定了𝐻(𝑡)有非常好的性质. 作为本节的开始, 我们有下面

的𝐿𝑟 → 𝐿𝑝估计, 这一估计来历已久, 可见[134].

命命命题题题2.2.1. 设1 6 𝑟 6 𝑝 6∞. 则有如下估计

‖∇𝑘𝐻(𝑡)𝑓‖𝑝 . 𝑡−
𝑘
2
−𝑛

2
( 1
𝑟
− 1

𝑝
)‖𝑓‖𝑟, 𝑘 = 0, 1, 𝑡 > 0. (2.2.1)

证明.首先, 我们证明𝐻(𝑡) : 𝐿𝑟 → 𝐿𝑟. 使用Young不等式,

‖𝐻(𝑡)𝑓‖𝑟 6 ‖F−1𝑒−𝑡|𝜉|
2‖1‖𝑓‖𝑟 . ‖𝑓‖𝑟. (2.2.2)

其次, 我们估计‖𝐻(𝑡)‖𝐿𝑟→𝐿∞ . 仍使用Young不等式,

‖𝐻(𝑡)𝑓‖∞ 6 ‖F−1𝑒−𝑡|𝜉|
2‖𝑟′‖𝑓‖𝑟 . 𝑡−

𝑛
2𝑟 ‖𝑓‖𝑟. (2.2.3)

现在对任何𝑝 > 𝑟, 先使用Hölder不等式, 再使用(2.2.2), (2.2.3), 有

‖𝐻(𝑡)𝑓‖𝑝 6 ‖𝐻(𝑡)𝑓‖1−𝑟/𝑝∞ ‖𝐻(𝑡)𝑓‖𝑟/𝑝𝑟 . 𝑡−
𝑛
2
( 1
𝑟
− 1

𝑝
)‖𝑓‖𝑟. (2.2.4)

下面我们来估计‖𝜕𝑥1𝐻(𝑡)𝑓‖𝑟. 还是使用Young不等式, 有

‖𝜕𝑥1𝐻(𝑡)𝑓‖𝑟 6 ‖F−1(𝜉1𝑒
−𝑡|𝜉|2)‖1‖𝑓‖𝑟 . 𝑡−

1
2 ‖𝑓‖𝑟. (2.2.5)

于是

‖∇𝐻(𝑡)𝑓‖𝑟 . 𝑡−
1
2 ‖𝑓‖𝑟. (2.2.6)

综合(2.2.4)和(2.2.6), 我们立即有

‖∇𝐻(𝑡)𝑓‖𝑝 = ‖𝐻(𝑡/2)∇𝐻(𝑡/2)𝑓‖𝑝 . 𝑡−
𝑛
2
( 1
𝑟
− 1

𝑝
)‖∇𝐻(𝑡/2)𝑓‖𝑟

. 𝑡−
1
2
−𝑛

2
( 1
𝑟
− 1

𝑝
)‖𝑓‖𝑟. (2.2.7)

这正是我们想要的结果. �

作为推广, 我们还可以证明, 对任何𝑠 > 0, 1 < 𝑟 6 𝑝 6∞,

‖(−Δ)𝑠/2𝐻(𝑡)𝑓‖𝑝 . 𝑡−
𝑠
2
−𝑛

2
( 1
𝑟
− 1

𝑝
)‖𝑓‖𝑟. (2.2.8)



· 36 · 第二章 Navier-Stokes方程的局部、整体解

S2.2.2 热热热半半半群群群的的的时时时空空空混混混合合合估估估计计计

这一部分我们使用二进制分解研究热半群的估计, 关于热半群, 最早使用

二进制分解的想法起始于Chemin [24], 下面的结果属于[173].

命命命题题题2.2.2. 设𝑎 > 0, 1 6 𝑟 6 𝑝 6∞, 0 < 𝜆 6∞, 2/𝛾 = 𝑎+𝑛(1/𝑟−1/𝑝).

那么我们有

‖𝐻(𝑡)𝑓‖𝐿𝛾(R+;�̇�0
𝑝,𝜆)
6 𝐶‖𝑓‖�̇�−𝑎

𝑟, 𝜆∧𝛾
. (2.2.9)

证明.注意到𝑒−𝑡|𝜉|
2
为指数衰减函数, 为了充分利用这一性质, 我们使用二

进制分解算子. 我们有

‖△𝑗𝐻(𝑡)𝑓‖𝑟 6 ‖𝜙𝑗𝑒−𝑡|𝜉|
2‖𝑀𝑟‖𝑓‖𝑟. (2.2.10)

使用乘子的基本性质, 注意𝜙𝑗 = 𝜙(2−𝑗𝜉), supp𝜙 ⊂ {𝜉 : 1/2 6 |𝜉| 6 2}, 我们有

‖𝜙𝑗𝑒−𝑡|𝜉|
2‖𝑀𝑟 = ‖𝜙𝑒−𝑡22𝑗 |𝜉|2‖𝑀𝑟 6 ‖𝜙𝑒−𝑡22𝑗 |𝜉|2‖𝐻𝐿 , (2.2.11)

其中𝐿 > 𝑛/2. 使用sup𝑥>0 𝑥
𝑘/𝑒𝑥 6 𝐶, 容易计算

‖𝜙𝑒−𝑡22𝑗 |𝜉|2‖𝐻𝐿 . 𝑒−𝑐𝑡2
2𝑗
. (2.2.12)

于是, 由(2.2.10)–(2.2.12)我们得到

‖△𝑗𝐻(𝑡)𝑓‖𝑟 . 𝑒−𝑐𝑡2
2𝑗‖𝑓‖𝑟. (2.2.13)

由于△𝑗 = △𝑗(
∑︀

ℓ=0,±1△𝑗+ℓ), (2.2.13)蕴含

‖△𝑗𝐻(𝑡)𝑓‖𝑟 . 𝑒−𝑐𝑡2
2𝑗‖△𝑗𝑓‖𝑟. (2.2.14)

(2.2.14)两端求ℓ𝜆范数,

‖𝐻(𝑡)𝑓‖�̇�0
𝑟,𝜆
.

⎛⎝∑︁
𝑗

𝑒−𝑐𝑡2
2𝑗‖△𝑗𝑓‖𝜆𝑟

⎞⎠1/𝜆

. (2.2.15)

下面分成两种情况讨论. 第一种情况为𝛾 > 𝜆. (2.2.15)两端求𝐿𝛾𝑡 (R+) 范数, 再

使用Minkowski 不等式, 有

‖𝐻(𝑡)𝑓‖𝐿𝛾(R+,�̇�0
𝑟,𝜆)
.

⃦⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑘=−∞

𝑒−𝑐𝑡𝜆2
2𝑘‖△𝑘𝑓‖𝜆𝑟

⃦⃦⃦⃦1/𝜆
𝐿
𝛾/𝜆
𝑡
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.

(︂ ∞∑︁
𝑘=−∞

⃦⃦⃦
𝑒−𝑐𝑡𝜆2

2𝑘
⃦⃦⃦
𝐿
𝛾/𝜆
𝑡

‖△𝑘𝑓‖𝜆𝑟
)︂1/𝜆

. (2.2.16)

注意 ⃦⃦⃦
𝑒−𝑐𝑡𝜆2

2𝑘
⃦⃦⃦
𝐿
𝛾/𝜆
𝑡

. 2−𝜆2𝑘/𝛾 , (2.2.17)

我们从(2.2.16)和(2.2.17)得到𝑝 = 𝑟且𝛾 > 𝜆时结论的证明. 当𝑟 < 𝑝时, 使用嵌

入�̇�
−2/𝛾+𝑛(1/𝑟−1/𝑝)
𝑟,𝜆 ⊂ �̇�

−2/𝛾
𝑝,𝜆 即可得到结论.

第二种情况为𝛾 < 𝜆. 由(2.2.15),∫︁
R+

‖𝐻(𝑡)𝑓‖𝛾
�̇�0

𝑝,𝜆

𝑑𝑡 .
∑︁
𝑗

2−2𝑗‖△𝑗𝑓‖𝛾𝑝 . (2.2.18)

从而得到𝑝 = 𝑟且𝛾 < 𝜆时结论的证明. 当𝑟 < 𝑝时, 同第一种情况. �

事实上,上述估计(2.2.8), (2.2.9)可以发展到0 < 𝑟 6 𝑝 6∞,注意𝜆, 𝛾 > 0

均没有任何限制, 这多少令人有些惊讶, 详细可见[173]. 与(2.2.9) 有关的早期

结果属于Weissler [180], Giga [42], 他们的证明技巧是使用Marcinkiewicz 插值

定理. 下面是上述命题的重要推论:

推推推论论论2.2.3. 记2/𝛾(𝑝) = 𝑛(1/2− 1/𝑝). 对任何2 6 𝑝 <∞, 我们有

‖∇𝐻(𝑡)𝑓‖𝐿2(R+;𝐿2) . ‖𝑓‖𝐿2 , (2.2.19)

‖𝐻(𝑡)𝑓‖𝐿𝛾(𝑝)(R+;𝐿𝑝) . ‖𝑓‖𝐿2 . (2.2.20)

证明.上述命题中取𝜆 = 𝑟 = 2, 使用�̇�0
𝑝,2 ⊂ 𝐿𝑝, 即可得到结论. �

为了简化叙述, 我们记

(A 𝑓)(𝑡, 𝑥) :=

∫︁ 𝑡

0
𝐻(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏. (2.2.21)

下面推导A 𝑓的空时估计. 由命题2.2.1,

‖∇𝑘A 𝑓‖𝑝 .
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜏)

− 𝑘
2
−𝑛

2
( 1
𝑟
− 1

𝑝
)‖𝑓(𝜏)‖𝑟 𝑑𝜏, 𝑘 = 0, 1. (2.2.22)

使用Hardy-Littlewood-Sobolev不等式, 我们立即有

命命命题题题2.2.4. 设1 6 𝑟 6 𝑝 6∞, 1 < 𝛾, 𝛾1 <∞ 满足
1

𝛾
=

1

𝛾1
+
𝑘

2
+
𝑛

2

(︂
1

𝑟
− 1

𝑝

)︂
− 1,

𝑘

2
+
𝑛

2

(︂
1

𝑟
− 1

𝑝

)︂
< 1, 𝑘 = 0, 1. (2.2.23)

那么我们有

‖∇𝑘A 𝑓‖𝐿𝛾(R+;𝐿𝑝) . ‖𝑓‖𝐿𝛾1 (R+;𝐿𝑟). (2.2.24)
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命题2.2.4未能处理𝛾 = ∞ 的情形, 此时我们有(见[173])

命命命题题题2.2.5. 设1 6 𝑟 6∞, 1 6 𝑞′ 6 𝜆 6∞. 则有

‖A 𝑓‖𝐿∞(R+,�̇�0
𝑟,𝜆)
. ‖𝑓‖

𝐿𝑞′ (R+,�̇�
−2/𝑞
𝑟,𝜆 )

. (2.2.25)

证明.先使用(2.2.14), 再使用Young不等式,

‖△𝑘A 𝑓‖𝑟 .
∫︁ 𝑡

0
𝑒−𝑐(𝑡−𝜏)2

2𝑘‖△𝑘𝑓(𝜏)‖𝑟𝑑𝜏

. 2−2𝑘/𝑞‖△𝑘𝑓‖𝐿𝑞′ (R+,𝐿𝑟). (2.2.26)

(2.2.26)两端求ℓ𝜆 范数, 然后使用Minkowski不等式,

‖A 𝑓‖�̇�0
𝑟,𝜆
.

{︃ ∞∑︁
𝑘=−∞

(︁
2−2𝑘/𝑞‖△𝑘𝑓‖𝐿𝑞′ (R+,𝐿𝑟)

)︁𝜆}︃1/𝜆

. ‖𝑓‖
𝐿𝑞′ (R+,�̇�

−2/𝑞
𝑟,𝜆 )

. (2.2.27)

这蕴含所要的结果. �

推推推论论论2.2.6. 记2/𝛾(𝑝) = 𝑛(1/2− 1/𝑝). 对任何2 6 𝑝 < ∞, 2/𝛾(𝑝) < 1, 我

们有

‖∇A 𝑓‖𝐿2(R+;𝐿2) . ‖𝑓‖𝐿𝛾(𝑝)′ (R+,𝐿𝑝′ ), (2.2.28)

‖A 𝑓‖𝐿∞(R+,𝐿2)∩𝐿𝛾(𝑝)(R+;𝐿𝑝) . ‖𝑓‖𝐿𝛾(𝑝)′ (R+,𝐿𝑝′ ). (2.2.29)

一件显然的事情是, 本节所有的空时估计中, 将时间区间R+替换成有限时

间区间, 比如[0, 𝑇 ], 结论仍然成立.

S2.3 二二二维维维NS方方方程程程在在在𝐿2中中中的的的整整整体体体适适适定定定性性性

首先我们交待一下关于空间的记号, 对𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑛), 记‖𝑢‖2𝑋 =∑︀𝑛
𝑖=1 ‖𝑢𝑖‖2𝑋 , ‖∇𝑢‖2𝑋 =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 ‖𝜕𝑥𝑖𝑢𝑗‖2𝑋 . 用𝐿𝑞(𝐼,𝑋𝑛)表示定义在𝐼 取值于𝑋𝑛

且满足

‖𝑢‖𝐿𝑞(𝐼,[𝑋]𝑛) =

(︂∫︁
𝐼
‖𝑢(𝑡)‖𝑞𝑋𝑑𝑡

)︂1/𝑞

<∞ (2.3.1)
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的函数𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), ..., 𝑢𝑛(𝑡)) 构成的空间类. 若无混淆, 简记𝐿𝑞(𝐼,𝑋) :=

𝐿𝑞(𝐼,𝑋). 又记

[𝑋]𝑛0 = {𝑢 ∈ S 𝑛 : div 𝑢 = 0} 在𝑋𝑛中的完备化,

然后用𝐿𝑞(𝐼, [𝑋]𝑛0 ) 表示定义在𝐼 取值于[𝑋]𝑛0 且满足(2.3.1) 的函数𝑢(𝑡) =

(𝑢1(𝑡), ..., 𝑢𝑛(𝑡)) 全体.

在推论2.2.3和推论(2.2.6)中取𝑛 = 2, 𝑝 = 4, 我们立即得到

‖∇𝐻(𝑡)𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ; 𝐿2) . ‖𝑓‖𝐿2 , (2.3.2)

‖𝐻(𝑡)𝑓‖𝐿4(0,𝑇 ; 𝐿4) . ‖𝑓‖𝐿2 . (2.3.3)

‖∇A 𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ; 𝐿2) . ‖𝑓‖𝐿4/3(0,𝑇 ; 𝐿4/3), (2.3.4)

‖A 𝑓‖𝐿∞(0,𝑇 ; 𝐿2)∩𝐿4(0,𝑇 ; 𝐿4) . ‖𝑓‖𝐿4/3(0,𝑇 ; 𝐿4/3). (2.3.5)

为了记述简单, 我们又记𝐿𝑝𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ] = 𝐿𝑝(0, 𝑇 ; 𝐿𝑝). 定义度量空间如下:

D =
{︁
𝑢 : ‖𝑢‖𝐿4

𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]
+ ‖∇𝑢‖𝐿2

𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]
6𝑀

}︁
, (2.3.6)

𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢− 𝑣‖𝐿4
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

+ ‖∇(𝑢− 𝑣)‖𝐿2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. (2.3.7)

假设𝑢0 ∈ [𝐿2]20 := {𝑢 ∈ S × S : div 𝑢 = 0}在𝐿2 × 𝐿2中的闭包. 我们考虑映

射:

M : 𝑢(𝑡) → 𝐻(𝑡)𝑢0 + A P[(𝑢 · ∇)𝑢], (2.3.8)

现在固定𝑀 > 0满足𝐶𝑀 6 1/2, 其中𝐶是下面各式中出现的最大常数. 我们证

明M : (D, 𝑑) → (D, 𝑑) 为压缩映射. 事实上, 对任何𝑢 ∈ D,

‖M𝑢‖𝐿4
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

6 ‖𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐿4
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

+ 𝐶‖P[(𝑢 · ∇)𝑢]‖
𝐿
4/3
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

, (2.3.9)

‖∇M𝑢‖𝐿2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

6 ‖∇𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐿2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

+ 𝐶‖P[(𝑢 · ∇)𝑢]‖
𝐿
4/3
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. (2.3.10)

使用Mihlin 乘子定理, P : 𝐿4/3 → 𝐿4/3. 从而, 由Hölder 不等式,

‖P[(𝑢 · ∇)𝑢]‖
𝐿
4/3
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

6 ‖𝑢‖𝐿4
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

‖∇𝑢‖𝐿2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

6𝑀2. (2.3.11)

又由(2.3.2), (2.3.3) 以及Lebesgue积分的绝对连续性, 存在𝑇 ,

‖∇𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐿2(0,𝑇 ; 𝐿2) + ‖𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐿4(0,𝑇 ; 𝐿4) 6𝑀/2. (2.3.12)
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于是,

‖M𝑢‖𝐿4
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

6𝑀/2 + 𝐶𝑀2 6𝑀, (2.3.13)

‖∇M𝑢‖𝐿2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

6𝑀/2 + 𝐶𝑀2 6𝑀. (2.3.14)

同理可证

𝑑(M𝑢, M𝑣) 6
1

2
𝑑(𝑢, 𝑣). (2.3.15)

从而存在𝑢 ∈ D 满足积分方程

𝑢(𝑡) = 𝐻(𝑡)𝑢0 + A P[(𝑢 · ∇)𝑢]. (2.3.16)

由𝑢0 ∈ [𝐿2]20 且divP = 0, 我们可以由积分方程直接得到div 𝑢 = 0 (缓和分布

导数意义下). 再次使用(2.3.5), 知道𝑢 ∈ 𝐶(0, 𝑇 ; [𝐿2]20). 由标准的抛物方程的

正则性理论1, 我们知道这样的解是在(0, 𝑇 )× R2 中无穷次光滑的. 所以, 自然

有能量守恒等式(2.1.2). 即有‖𝑢(𝑇 )‖2 6 ‖𝑢0‖2. 按照标准的半群理论, 我们可

以延拓上面的解, 最后得到解的最大时间𝑇𝑚, 我们需要说明𝑇𝑚 = ∞. 若不然,

𝑇𝑚 <∞. 由已知能量估计,

1

2
‖𝑢(𝑡)‖22 +

∫︁ 𝑡

0
‖∇𝑢(𝑠)‖22𝑑𝑠 =

1

2
‖𝑢0‖22, ∀ 𝑡 < 𝑇𝑚. (2.3.17)

由Gagliardo-Nirenberg 不等式,

‖𝑢‖𝐿4
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

6 ‖𝑢‖1/2
𝐿∞(0,𝑇 ; 𝐿2)

‖∇𝑢‖1/2
𝐿2(0,𝑇 ; 𝐿2)

. ‖𝑢0‖2, ∀ 𝑇 < 𝑇𝑚. (2.3.18)

由此易证得到的解在𝐶([0, 𝑇𝑚); 𝐿
2)一致连续. 这样, 得到的解可以延拓到𝑇𝑚之

外, 与𝑇𝑚 极大矛盾. 容易验证, [𝐿𝑝]20 = {𝑢 ∈ 𝐿𝑝 × 𝐿𝑝 : div 𝑢 = 0}, 此处div 是

在缓和分布意义下. 我们证明了

定定定理理理 2.3.1. 设𝑢0 ∈ [𝐿2]20. 那么NS方程(2.1.5)有唯一解𝑢满足

𝑢 ∈ 𝐶(0,∞; [𝐿2]20) ∩ 𝐿2(0,∞; [�̇�1]20), (2.3.19)

以及

1

2
‖𝑢(𝑡)‖22 +

1

2

∫︁ 𝑡

0
‖∇𝑢(𝑠)‖22𝑑𝑠 =

1

2
‖𝑢0‖22, 0 < 𝑡 <∞. (2.3.20)

1见本章后面的进一步讨论.
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由半群和压缩映像方法得到的解自然是适定的. 顺便指出, 定理2.3.1 的

证明方法是具有一般性的, 可以很容易发展到其他抛物类方程, 例如

𝑢𝑡 −Δ𝑢+ |∇𝑢|𝑢 = 0, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥)

在𝐿2(R2) 中整体适定. 再如Hamilton–Jacobi 方程

𝑢𝑡 −Δ𝑢+ |∇𝑢|3/2 = 0, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥)

在𝐿2(R2) 中局部适定.

S2.4 多多多维维维NS方方方程程程在在在𝐿𝑛中中中的的的适适适定定定性性性

为了记述简单, 我们仍记𝐿𝑝𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ] = 𝐿𝑝(0, 𝑇 ; 𝐿𝑝(R𝑛)) 并采用上一节的的
范数记号. 根据推论2.2.3 和2.2.6, 对𝑛 > 3, 我们有

‖∇𝐻(𝑡)𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ;𝐿2) . ‖𝑓‖𝐿2 , (2.4.1)

‖𝐻(𝑡)𝑓‖
𝐿
2+4/𝑛
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. ‖𝑓‖𝐿2 . (2.4.2)

‖∇A 𝑓‖𝐿2(0,𝑇 ; 𝐿2) . ‖𝑓‖
𝐿
(2+4/𝑛)′
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

, (2.4.3)

‖A 𝑓‖
𝐿∞(0,𝑇 ; 𝐿2)∩𝐿2+4/𝑛

𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. ‖𝑓‖
𝐿
(2+4/𝑛)′
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. (2.4.4)

我们很想套用上一节的技巧, 但是很不幸的是,

‖(𝑢 · ∇)𝑢‖
𝐿
(2+4/𝑛)′
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

6 ‖∇𝑢‖𝐿2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢‖𝐿𝑛+2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. (2.4.5)

此时, 上面的线性估计不包含在𝐿𝑛+2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ] 中的控制, 所以, 我们还需要

推推推论论论2.4.1. 我们有下面的估计

‖𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐿𝑛+2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. ‖𝑢0‖𝑛, (2.4.6)

‖𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐿∞(0,𝑇 ; 𝐿𝑛) . ‖𝑢0‖𝑛. (2.4.7)

‖∇A 𝑓‖𝐿𝑛+2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. ‖𝑓‖
𝐿
(𝑛+2)/2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

, (2.4.8)

‖∇A 𝑓‖𝐿∞(0,𝑇 ; 𝐿𝑛) . ‖𝑓‖
𝐿
(2+𝑛)/2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. (2.4.9)
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证明.在命题2.2.2 中取定𝑝 = 𝑟 = 𝜆 = 𝑛, 𝛾 = 2 + 𝑛, 得到

‖𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐿2+𝑛(R+;�̇�
2/(2+𝑛)
𝑛,𝑛 )

. ‖𝑢0‖�̇�0
𝑛, 𝑛
. ‖𝑢0‖𝑛. (2.4.10)

使用嵌入关系�̇�
2/(2+𝑛)
𝑛,𝑛 ⊂ �̇�

2/(2+𝑛)
𝑛,𝑛 ⊂ �̇� 0

𝑛+2,2 = 𝐿𝑛+2, 我们知道(2.4.10) 蕴

含(2.4.6). (2.4.7) 是显然的.

(2.4.8) 直接可由命题2.2.4 推出. 命题2.2.5 中取𝑟 = 𝜆 = (𝑛 + 2)/2,

𝑞′ = (𝑛+ 2)/2, 得到

‖A 𝑓‖
𝐿∞(R+; �̇�

2𝑛/(2+𝑛)
(𝑛+2)/2, (𝑛+2)/2

)
. ‖𝑓‖𝐿(𝑛+2)/2(R+; �̇�0

(𝑛+2)/2, (𝑛+2)/2
). (2.4.11)

这蕴含

‖∇A 𝑓‖
𝐿∞(R+; �̇�

(𝑛−2)/(2+𝑛)
(𝑛+2)/2, (𝑛+2)/2

)
. ‖𝑓‖

𝐿
(𝑛+2)/2
𝑥,𝑡∈R+

. (2.4.12)

使用嵌入关系�̇�
(𝑛−2)/(2+𝑛)
(𝑛+2)/2, (𝑛+2)/2 = �̇�

(𝑛−2)/(2+𝑛)
(𝑛+2)/2, (𝑛+2)/2 ⊂ �̇� 0

𝑛,2 = 𝐿𝑛,我们知道(2.4.12)

蕴含(2.4.9). �

上面的线性估计足以推出𝐿𝑛 中的局部适定性和小初值时的整体适定性.

我们使用与𝑛 = 2 时平行的记号[𝑋]𝑛0 . 我们有下面的

定定定理理理 2.4.2. 设𝑢0 ∈ [𝐿𝑛]𝑛0 . 那么存在𝑇𝑚 > 0, 使得NS方程(2.1.5)有唯一

解𝑢满足

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇𝑚); [𝐿𝑛]𝑛0 ) ∩ 𝐿2+𝑛
loc (0, 𝑇𝑚; [𝐿2+𝑛]𝑛0 ). (2.4.13)

如果𝑇𝑚 < ∞, 则有‖𝑢‖𝐿2+𝑛(0,𝑇𝑚; 𝐿2+𝑛) = ∞. 如果‖𝑢0‖𝑛 充分小, 则𝑇𝑚 = ∞.

进一步, 若𝑢0 ∈ [𝐿2]𝑛0 , 那么还有𝑢 ∈ 𝐶(0, 𝑇𝑚; [𝐿
2]𝑛0 ), 𝜕𝑥𝑖𝑢 ∈ 𝐿2(0, 𝑇𝑚; [𝐿2]𝑛0 ),

以及

1

2
‖𝑢(𝑡)‖22 +

∫︁ 𝑡

0
‖∇𝑢(𝑠)‖22𝑑𝑠 =

1

2
‖𝑢0‖22, 0 < 𝑡 < 𝑇𝑚. (2.4.14)

证明.定义度量空间如下:

D =

{︂
𝑢 : ‖𝑢‖𝐿2+𝑛

𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]
6 𝛿, ‖𝑢‖𝐿∞([0,𝑇 ];𝐿𝑛) 6 2𝐶‖𝑢0‖𝑛

}︂
, (2.4.15)

𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢− 𝑣‖𝐿2+𝑛
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. (2.4.16)

我们考虑映射:

M : 𝑢(𝑡) → 𝐻(𝑡)𝑢0 + A P div (𝑢⊗ 𝑢), (2.4.17)
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由推论2.4.2, 我们有

‖M𝑢‖𝐿2+𝑛
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. ‖𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐿2+𝑛
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

+ ‖𝑢⊗ 𝑢‖
𝐿
(2+𝑛)/2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. ‖𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐿2+𝑛
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

+ ‖𝑢‖2
𝐿2+𝑛
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. ‖𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐿2+𝑛
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

+ 𝛿2, (2.4.18)

‖M𝑢‖𝐿∞(0,𝑇 ; 𝐿𝑛) . ‖𝑢0‖𝑛 + ‖𝑢⊗ 𝑢‖
𝐿
(2+𝑛)/2
𝑥,𝑡∈[0,𝑇 ]

. ‖𝑢0‖𝑛 + 𝛿2. (2.4.19)

使用标准的方法, 如果𝐶𝛿 6 1/4, 我们可以证明M 是从D 到自身的压缩映射,

从而存在𝑢 满足积分方程

𝑢(𝑡) = 𝐻(𝑡)𝑢0 + A P∇ · (𝑢⊗ 𝑢). (2.4.20)

使用标准的技术, 我们知道, 此解在𝐿2+𝑛(0, 𝑇 ; 𝐿2+𝑛) 中唯一. 按照半群的

一般理论, 我们可以延拓得到的解, 最后发现一个最大时间𝑇𝑚, 使得解𝑢 满

足𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇𝑚); [𝐿𝑛]𝑛0 ) ∩ 𝐿
2+𝑛
loc (0, 𝑇𝑚; [𝐿2+𝑛]𝑛0 ).

如果𝑢0 ∈ [𝐿2]𝑛0 , 则我们可以使用(2.4.1)–(2.4.5), 类似二维情形, 知道𝑢 ∈
𝐶(0, 𝑇 ; [𝐿2]𝑛0 ), 𝜕𝑥𝑖𝑢 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; [𝐿2]𝑛0 ). 由标准的抛物方程的正则性理论, 我

们知道这样的解是在(0, 𝑇 ) × R𝑛 中无穷次光滑的. 所以, 自然有能量守恒等

式(2.1.2). 当‖𝑢0‖𝑛很小的时候, 我们可以直接在构造的度量空间中取𝑇 = ∞,

可以证明相应的结果. �

S2.5 NS方方方程程程解解解的的的正正正则则则性性性

本节我们来证明, 当时间𝑡 > 0, 上面得到的NS方程的解实际上是无穷次

光滑解, 更进一步, NS方程的解当时间𝑡 > 0时是实解析解.

S2.5.1 Gevrey 类类类和和和空空空间间间𝐸𝑠2,1

我们首先引入Gevery 类的概念. 设𝑠 > 0. 记

𝐺𝑠(R𝑛) =
{︂
𝑓 ∈ 𝐶∞(R𝑛) : ∃𝜌,𝑀 > 0 𝑠.𝑡. ‖𝑓‖�̇�𝑚 6𝑀

(︂
𝑚!

𝜌𝑚

)︂𝑠
,∀𝑚 ∈ Z+

}︂
.

(2.5.1)

我们称𝐺𝑠(R𝑛) 为Gevrey 𝑠-类.
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我们本节的目标是证明NS方程的解属于Gevrey 1-类. 为了实现这一目

标, 我们采用R𝑛 的Wiener 分解为工具. 在第6章, 我们将进一步使用频率空

间的Wiener 型分解研究色散方程. 设𝑄𝛼 为中心在𝛼 ∈ Z𝑛 的单位方体, 即,

𝑄𝛼 = 𝛼 + 𝑄0, 𝑄0 = {𝑥 = (𝑥1, ...𝑥𝑛) : −1/2 6 𝑥𝑖 < 1/2}. 这种分解我们称之
为R𝑛 的一致分解. 与R𝑛 非齐次的二进制分解相比, 一致分解更加细致, 将一

致分解放到频率空间, 然后和Lebesgue空间ℓ1(𝐿2) 组合, 这就产生了下面的空

间类：

𝐸𝑠2,1 =

{︃
𝑓 ∈ S ′(R𝑛) : ‖𝑓‖𝐸𝑠

2,1
=
∑︁
𝑘∈Z𝑛

2𝑠|𝑘|
⃦⃦⃦
F−1𝜒𝑄𝑘

̂︀𝑓 ⃦⃦⃦
2
<∞

}︃
, (2.5.2)

这类空间及其推广𝐸𝑠𝑝,𝑞 是由[179] 定义并给出系列研究. 易见𝐸𝑠2,1 为Banach 空

间. 𝐸𝑠2,1 属于加指数正则性权的模空间, 从PDE的角度看, 这类空间与经典的

模空间有很大的差别, 它拥有无穷次光滑性, 而经典的模空间𝑀 𝑠
2,1定义如下(等

价范数):

𝑀 𝑠
2,1 =

{︃
𝑓 ∈ S ′(R𝑛) : ‖𝑓‖𝑀𝑠

2,1
=
∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩𝑠
⃦⃦⃦
F−1𝜒𝑄𝑘

̂︀𝑓 ⃦⃦⃦
2
<∞

}︃
, (2.5.3)

其中⟨𝑘⟩ = 1+ |𝑘|. 𝑀 𝑠
2,1拥有有限次光滑性, 它和Besov空间𝐵

𝑠+𝑛/2
2,1 很接近(见本

书后面). 𝐸𝑠2,1的无穷次光滑性可以由下面的结果看出(见[179]):

命命命题题题2.5.1. 我们有

𝐺1 =
⋃︁
𝑠>0

𝐸𝑠2,1. (2.5.4)

证明.首先, 我们证明对任何𝑠 > 0, 𝐸𝑠2,1 是𝐺1 的子集. 事实上, 对任

何𝑓 ∈ 𝐸𝑠2,1, 0 < 𝑐≪ 1,

‖𝑓‖�̇�𝑚 . ‖∇𝑚𝑓‖𝐸0
2,1

.
∑︁
𝑘∈Z𝑛

‖𝜒𝑄𝑘
|𝜉|𝑚 ̂︀𝑓 ‖2

.
∑︁
𝑘∈Z𝑛

(|𝑘|+
√︀
𝑛/2)𝑚‖𝜒𝑄𝑘

̂︀𝑓 ‖2

.
𝑚!

(𝑐𝑠)𝑚

∑︁
𝑘∈Z𝑛

(𝑐𝑠)𝑚(|𝑘|+ 𝐶)𝑚

𝑚! · 2𝑠|𝑘|
2𝑠|𝑘|‖𝜒𝑄𝑘

̂︀𝑓 ‖2

.
𝑚!

(𝑐𝑠)𝑚
‖𝑓‖𝐸𝑠

2,1
.
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另一方面, 设𝑓 ∈ 𝐺1, 𝐿 > 𝑛/2, 使用Taylor 公式和Hölder 不等式,

‖𝑓‖𝐸𝑠
2,1

=
∑︁
𝑘∈Z𝑛

2𝑠|𝑘|‖𝜒𝑄𝑘
̂︀𝑓 ‖2

6 ‖𝑓‖2 +
∞∑︁
𝑚=0

(𝑠 ln 2)𝑚

𝑚!

∑︁
𝑘∈Z𝑛, |𝑘|≫1

|𝑘|𝑚‖𝜒𝑄𝑘
̂︀𝑓 ‖2

. ‖𝑓‖2 +
∞∑︁
𝑚=0

(𝑠 ln 2)𝑚

𝑚!

∑︁
𝑘∈Z𝑛, |𝑘|≫1

𝐶𝑚|𝑘|−𝐿‖𝜒𝑄𝑘
∇̂𝑚+𝐿𝑓 ‖2

. ‖𝑓‖2 +
∞∑︁
𝑚=0

(𝐶𝑠)𝑚

𝑚!
‖𝑓‖�̇�𝐿+𝑚

. ‖𝑓‖2 +
∞∑︁
𝑚=0

(𝐶𝑠)𝑚

𝑚!
· (𝑚+ 𝐿)!

𝜌𝑚
.

选取0 < 𝑠≪ 1, 易知
∑︀∞

𝑚=0(𝐶𝑠/𝜌)
𝑚(𝑚+ 𝐿)𝐿 为收敛级数. 则𝑓 ∈ 𝐸𝑠2,1. �

S2.5.2 热热热半半半群群群在在在𝐸𝑠2,1中中中的的的估估估计计计

使用命题2.5.1, 我们要想得到NS方程的解𝑢 属于Gevery 1-类𝐺1, 只需要

说明𝑢属于某个𝐸𝑠2,1 (𝑠 > 0)即可.按照自然的想法,我们需要估计‖𝐻(𝑡)𝑢0‖𝐸𝑠
2,1

和‖A 𝑓‖𝐸𝑠
2,1
.

命命命题题题2.5.2. 记𝐻1(𝑡) = 𝑒−𝑡(𝐼−Δ). 存在常数𝑐 > 0 使得对𝑗 = 0, 1,

‖∇𝑗𝐻1(𝑡)𝑢0‖𝐸𝑐𝑡
2,1
. 𝑡−𝑗/2‖𝑢0‖𝐸0

2,1
. (2.5.5)

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦⃦⃦
∇𝑗

∫︁ 𝑡

0
𝐻1(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
𝐸𝑐𝑡

2,1

. (𝑇 + 𝑇 1−𝑗/2) sup
𝜏∈[0,𝑇 ]

‖𝑓(𝜏)‖𝐸𝑐𝜏
2,1
. (2.5.6)

证明.为了方便, 我们总采用记号⟨𝑘⟩ = 1 + |𝑘|, 和

�𝑘 = F−1𝜒𝑄𝑘
F . (2.5.7)

由Plancherel等式,

‖�𝑘𝐻1(𝑡)𝑢0‖2 = ‖𝜒𝑄𝑘
(𝜉)𝑒−𝑡(1+|𝜉|2)F𝑢0‖2 6 𝑒−𝑐𝑡(1+|𝑘|2)‖�𝑘𝑢0‖2. (2.5.8)

由定义, 两端关于𝑘 ∈ Z𝑛 求和, 即可得到(2.5.5).

下面证明(2.5.6). 不妨设𝑇 6 1 (𝑇 > 1 时同理可证). 当|𝑘| 6 𝐶,

‖∇�𝑘𝐻1(𝑡)𝑢0‖2 . ‖𝜒𝑄𝑘
(𝜉)𝑒−𝑡(1+|𝜉|2)F𝑢0‖2 6 𝑒−𝑐𝑡‖�𝑘𝑢0‖2. (2.5.9)
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当|𝑘| > 𝐶,

‖∇�𝑘𝐻1(𝑡)𝑢0‖2 . ‖|𝜉|𝜒𝑄𝑘
(𝜉)𝑒−𝑡|𝜉|

2
F𝑢0‖2 6 𝑡−1/2𝑒−𝑐𝑡|𝑘|‖�𝑘𝑢0‖2. (2.5.10)

综合(2.5.9) 和(2.5.10), 有

‖∇�𝑘𝐻1(𝑡)𝑢0‖2 . (1 + 𝑡−1/2)𝑒−𝑐𝑡⟨𝑘⟩‖�𝑘𝑢0‖2. (2.5.11)

于是, 对𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]⃦⃦⃦⃦
�𝑘∇

∫︁ 𝑡

0
𝐻1(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
2

.
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝜏)−1/2𝑒−𝑐(𝑡−𝜏)⟨𝑘⟩‖�𝑘𝑓(𝜏)‖2𝑑𝜏.

(2.5.12)

这蕴含(2.5.6) 的一种情况, 另一种情况更简单. �

S2.5.3 𝐸𝑠2,1中中中的的的双双双线线线性性性估估估计计计

根据命题2.5.2, 我们想要得到NS方程的解属于𝐸𝑐𝑡2,1, 则必须估计非线性

项‖𝑢⊗ 𝑢‖𝐸𝑐𝑡
2,1
. 我们有下面的

命命命题题题2.5.3. 𝐸𝜆2,1 为Banach 代数. 更精确地, 我们有

‖𝑢𝑣‖𝐸𝜆
2,1
6 𝐶2𝐶𝜆‖𝑢‖𝐸𝜆

2,1
‖𝑣‖𝐸𝜆

2,1
, (2.5.13)

其中𝐶 表示与𝜆 > 0, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸𝜆2,1 无关的常数.

证明.注意𝑘 ∈ Z𝑛 表示𝑘 = (𝑘1, ..., 𝑘𝑛), 𝑘𝑖 ∈ Z, 1 6 𝑖 6 𝑛, |𝑘| = |𝑘1|+ ...+
|𝑘𝑛|. 我们有

‖𝑢𝑣‖𝐸𝜆
2,1

=
∑︁
𝑘∈Z𝑛

2𝜆|𝑘|‖�𝑘(𝑢𝑣)‖2. (2.5.14)

易见

𝑢𝑣 =
∑︁
𝑖,𝑗∈Z𝑛

(�𝑖𝑢)(�𝑗𝑣). (2.5.15)

这蕴含

�𝑘(𝑢𝑣) =
∑︁
𝑖,𝑗∈Z𝑛

�𝑘(�𝑖𝑢 �𝑗𝑣). (2.5.16)
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容易看出, F (�𝑖𝑢 �𝑗𝑣) = (𝜒𝑄𝑖̂︀𝑢) * (𝜒𝑄𝑗̂︀𝑣) 并且
supp(𝜒𝑄𝑖̂︀𝑢) * (𝜒𝑄𝑗̂︀𝑣) ⊂ Ω := {𝜉 : |𝜉 − 𝑖− 𝑗| 6 2

√
𝑛}. (2.5.17)

从而,

�𝑘(�𝑖𝑢 �𝑗𝑣) = 0, |𝑘 − 𝑖− 𝑗| > 3
√
𝑛. (2.5.18)

我们有

‖�𝑘(�𝑖𝑢 �𝑗𝑣)‖2 = ‖�𝑘(�𝑖𝑢 �𝑗𝑣)‖2 𝜒(|𝑘−𝑖−𝑗|63
√
𝑛). (2.5.19)

据Plancherel等式和Hölder 不等式,

‖�𝑘(�𝑖𝑢 �𝑗𝑣)‖2 6 ‖�𝑖𝑢�𝑗𝑣‖2 𝜒(|𝑘−𝑖−𝑗|63
√
𝑛)

6 ‖�𝑖𝑢‖∞‖�𝑗𝑣‖2 𝜒(|𝑘−𝑖−𝑗|63
√
𝑛)

. ‖�𝑖𝑢‖2‖�𝑗𝑣‖2 𝜒(|𝑘−𝑖−𝑗|63
√
𝑛). (2.5.20)

从而,

‖𝑢𝑣‖𝐸𝜆
2,1
6
∑︁
𝑘∈Z𝑛

2𝜆|𝑘|
∑︁
𝑖,𝑗∈Z𝑛

‖�𝑘(�𝑖𝑢 �𝑗𝑣)‖2

.
∑︁
𝑘∈Z𝑛

∑︁
𝑖,𝑗∈Z𝑛

2𝜆|𝑘|‖�𝑖𝑢‖2‖�𝑗𝑣‖2 𝜒(|𝑘−𝑖−𝑗|63
√
𝑛)

. 2𝐶𝜆
∑︁
𝑖,𝑗∈Z𝑛

2𝜆(|𝑖|+|𝑗|)‖�𝑖𝑢‖2‖�𝑗𝑣‖2. (2.5.21)

结论得证. �

S2.5.4 NS方方方程程程的的的解解解的的的Gevrey正正正则则则性性性

由上述结果, 我们只要证明了NS方程的解属于𝐸𝑐𝑡2,1, 则我们就可以说

明NS方程的解具有Gevrey 1-类正则性. 设

𝒟 = {𝑢 : sup
06𝑡6𝑡0

‖𝑢(𝑡)‖𝐸𝑐𝑡
2,1
6𝑀}, (2.5.22)

𝑑(𝑢, 𝑣) = sup
06𝑡6𝑡0

‖𝑢(𝑡)− 𝑣(𝑡)‖𝐸𝑐𝑡
2,1
. (2.5.23)

考虑映射:

𝒯 : 𝑢(𝑡) → 𝐻1(𝑡)𝑢0 −
∫︁ 𝑡

0
𝐻1(𝑡− 𝜏)[−𝑢(𝜏) + P∇ · (𝑢⊗ 𝑢)](𝜏)𝑑𝜏, (2.5.24)
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我们证明当𝑢0 ∈ 𝐸0
2,1, 存在𝑡0 > 0 使得𝒯 : (𝒟, 𝑑) → (𝒟, 𝑑) 为收缩映像. 为方

便, 我们记

|||𝑢||| = sup
06𝑡6𝑡0

‖𝑢(𝑡)‖𝐸𝑐𝑡
2,1
. (2.5.25)

设𝑢 ∈ 𝒟. 由命题2.5.2 和2.5.3,

|||𝒯 𝑢||| . ‖𝑢0‖𝐸0
2,1

+ 𝑡0|||𝑢|||+ 𝑡
1/2
0 |||(𝑢⊗ 𝑢)|||

. ‖𝑢0‖𝐸0
2,1

+ 𝑡0|||𝑢|||+ 𝑡
1/2
0 |||𝑢|||2. (2.5.26)

取定𝑀 = 2𝐶‖𝑢0‖𝐸0
2,1
. 不妨认为𝑡0 < 1. 故当𝐶𝑡

1/2
0 𝑀 6 1/4 时, 𝒯 𝑢 ∈ 𝒟. 类似

地, 若𝑢, 𝑣 ∈ 𝒟,

|||𝒯 𝑢− 𝒯 𝑣||| 6 1

2
|||𝑢− 𝑣|||. (2.5.27)

于是存在𝑢 ∈ 𝒟 满足𝒯 𝑢 = 𝑢. 其余适定性结果可以使用标准的技术证明, 从略.

定定定理理理 2.5.4. 设𝑢0 ∈ [𝐸0
2,1]

𝑛
0 . 那么存在𝑇𝑚 > 0, 使得NS方程(2.1.5)有唯一

解𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇𝑚);𝐸
0
2,1). 进一步, 存在𝑡0 ∈ (0, 𝑇𝑚) 满足

𝑢(𝑡) ∈ [𝐸
𝑐(𝑡∧𝑡0)
2,1 ]𝑛0 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑚). (2.5.28)

如果𝑇𝑚 <∞,则有sup06𝑡<𝑇𝑚 ‖𝑢(𝑡)‖𝐸0
2,1

= ∞. 进一步,还有𝑢 ∈ 𝐶(0, 𝑇𝑚; [𝐿
2]𝑛0 ),

𝜕𝑥𝑖𝑢 ∈ 𝐿2(0, 𝑇𝑚; [𝐿2]𝑛0 ), 以及

1

2
‖𝑢(𝑡)‖22 +

1

2

∫︁ 𝑡

0
‖∇𝑢(𝑠)‖22𝑑𝑠 =

1

2
‖𝑢0‖22, 0 < 𝑡 < 𝑇𝑚. (2.5.29)

如果‖𝑢0‖𝑛 充分小, 则𝑇𝑚 = ∞.

注注注记记记2.5.5. (i) 由定理2.5.4 可推出NS 方程的解属于𝐶∞((0, 𝑇𝑚)× R𝑛).

(ii) 定理2.5.4 蕴含NS 方程的解属于Gevrey 1-类, 从而是实解析解.

(iii) 定理2.5.4 也回答了NS 方程的解的光滑性消失的过程.
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核心数学, 总是涉及那些来自客观世界的问题, 或者来自数学内部必须求得的数目、基本

计算、以及求解方程等问题, 这些一直是数学的主要部分. —–M. F. Atiyah1

从本章开始我们将研究发展方程. 非线性发展方程的研究依赖于线性发

展方程的基本理论. 本章我们将较为详细地研究线性发展方程的解所满足的空

间–时间估计, 即所谓的Strichartz型不等式. 我们先以Schrödinger方程为例简

单地说明一下Strichartz型不等式的来龙去脉. 考虑

i𝑢𝑡 +Δ𝑢 = 𝑓, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥),

其中i =
√
−1, Δ =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜕

2
𝑥𝑖 , 𝑢(𝑡, 𝑥) 为(𝑡, 𝑥) ∈ R× R𝑛的复函数, 𝑢0表示𝑢在时

间𝑡 = 0处的初始函数. 𝑓表示(𝑡, 𝑥) ∈ R× R𝑛的已知复函数.

我们将上述问题转化为半群的表示. 上述方程两端关于空间变量

取Fourier变换得到

î︀𝑢𝑡 − |𝜉|2̂︀𝑢 = ̂︀𝑓, ̂︀𝑢(0) = ̂︀𝑢0. (3.0.1)

在形式上, Schrödinger方程已经转化为常微分方程, 可以在形式上解出

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 − i

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏, ·)𝑑𝜏,

其中𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡Δ := F−1𝑒−i𝑡|𝜉|2F . 在某种意义下可以严格证明上述积分方程

和原来的方程等价. 求解上述积分方程, 经过人们长期探索, 认识到𝑆(𝑡)满足下

面的所谓Strichartz估计:

‖𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿𝛾(𝑟)(R,𝐿𝑟) . ‖𝑢0‖2,⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏, ·)𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝛾(𝑟)(R,𝐿𝑟)

. ‖𝑓‖𝐿𝛾(𝜌)′ (R,𝐿𝜌′ )

其中2 6 𝑟, 𝜌 6 ∞, 2/𝛾(·) = 𝑛(1/2− 1/·) ∈ [0, 1), 𝑝′表示𝑝的对偶数. 这种类型

的估计在求解非线性方程中扮演者重要的作用, 我们在下一章的引言部分将具

体说明为什么要使用Strichartz估计. 这种类型的估计不是个别现象, 对一类色

散波方程, 如波动方程, Klein-Gordon方程, KdV方程等都有类似的估计. 本章

我们将较为详细地讨论这类估计.

1M. F. Atiyah (1929– ), 英国著名数学家, 合作发现的Atiyah-Singer指标定理是二十世纪下

半叶的主要数学成就之一, 他也是K–理论的发明人, 1966年获得Fields奖.

49
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S3.1 振振振荡荡荡积积积分分分和和和一一一类类类半半半群群群的的的基基基本本本估估估计计计

本节我们推导一类色散半群F−1 exp(i𝑡𝑃 (𝜉))F的基本𝐿𝑝 − 𝐿𝑝
′
估计, 我

们将采用两种方法, 前者对𝑃 (𝜉)为齐次函数的情况非常有效, 后者可以处

理𝑃 (𝜉)为非齐次函数的情况, 但是需要径向条件.

作为第一种情况的代表,我们来推导一类半群𝑈𝑚(𝑡) := F−1 exp(i𝑡|𝜉|𝑚)F
的基本估计. 本节结果的证明想法可以在Pecher[131]中找到, 我们通过改

进Pecher的证明, 当𝑚 > 2时我们就可以得到一个具有光滑效应的𝐿𝑝 − 𝐿𝑝
′
估

计. 为此我们需要一个Littman引理, 由于证明需要较多的调和分析知识, 详细

证明从略,可见Littman[108].

引引引理理理3.1.1. 设𝑣 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛), supp 𝑣 = Ω. 𝑃 (𝜉)在Ω上为无穷次可微函数,

且对任何𝜉 ∈ Ω, 矩阵(𝜕2𝑃 (𝜉)/𝜕𝜉𝑖𝜕𝜉𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=1的秩至少为𝜌 > 0, 则存在𝐾 ∈ N使

得对任何𝜆 ∈ R,

‖F−1𝑒i𝜆𝑃 (𝜉)𝑣‖∞ . (1 + |𝜆|)−𝜌/2
∑︁

|𝛼|6𝐾

‖𝐷𝛼𝑣‖∞. (3.1.1)

现在来推导半群𝑈𝑚(𝑡)在齐次Besov空间的基本估计. 设{△𝑘}𝑘∈Z 由S1.6定
义, 用卷积Young不等式(见附录)

‖F−1𝑒i𝑡|𝜉|
𝑚

F△𝑘𝑓‖∞ 6 ‖F−1𝑒i𝑡|𝜉|
𝑚
𝜙(2−𝑘𝜉)‖∞‖𝑓‖1, (3.1.2)

下面来估计‖F−1𝑒i𝑡|𝜉|
𝑚
𝜙(2−𝑘𝜉)‖∞. 应用膨胀变换的性质(如命题1.1.4)和引

理3.1.1,

‖F−1𝑒i𝑡|𝜉|
𝑚
𝜙(2−𝑘𝜉)‖∞

= 2𝑘𝑛‖F−1𝑒i𝑡2
𝑘𝑚|𝜉|𝑚𝜙(𝜉)‖∞ . 𝑡−𝜌/22𝑘(𝑛−𝑚𝜌/2), (3.1.3)

其中𝜌表示矩阵(𝜕2|𝜉|𝑚/𝜕𝜉𝑖𝜕𝜉𝑗)𝑛𝑖,𝑗=1在𝜙的支集(⊂ {𝜉 : |𝜉| ∈ (2−1, 2)})上的秩,

为

𝜌 =

{︃
𝑛− 1, 𝑚 = 1,

𝑛, 𝑚 > 2.
(3.1.4)

从而

‖F−1𝑒i𝑡|𝜉|
𝑚

F△𝑘𝑓‖∞ . 𝑡−𝜌/22𝑘(𝑛−𝑚𝜌/2)‖𝑓‖1, (3.1.5)
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显然, 由Plancherel定理和𝜙的构造,

‖F−1𝑒i𝑡|𝜉|
𝑚

F△𝑘𝑓‖2 6 ‖𝑓‖2. (3.1.6)

用Riesz-Thorin插值定理, (3.1.5)和(3.1.6)蕴含了对2 6 𝑝 6∞, 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1,

2−𝑘(2𝑛−𝑚𝜌)(1/2−1/𝑝)‖𝑈𝑚(𝑡)△𝑘𝑓‖𝑝 . 𝑡−𝜌(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖𝑝′ . (3.1.7)

为方便, 记

2𝜎(𝑚, 𝑝) := (2𝑛−𝑚𝜌)(1/2− 1/𝑝). (3.1.8)

(3.1.7)中将𝑓替换为
∑︀1

ℓ=−1△𝑘+ℓ𝑓 , 得到

2−2𝜎(𝑚,𝑝)𝑘‖𝑈𝑚(𝑡)△𝑘𝑓‖𝑝 . 𝑡−𝜌(1/2−1/𝑝)
1∑︁

ℓ=−1

‖△𝑘+ℓ𝑓‖𝑝′ . (3.1.9)

(3.1.9)两端求ℓ𝑞范数得到

‖𝑈𝑚(𝑡)𝑓‖�̇�−2𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝,𝑞

. 𝑡−𝜌(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖�̇�0
𝑝′,𝑞
, 2 6 𝑝 6∞. (3.1.10)

再注意嵌入关系�̇�𝑠
𝑝,2 ⊂ �̇� 𝑠𝑝,2 = �̇�𝑠

𝑝 和�̇�
𝑠
𝑝′,2 ⊃ �̇� 𝑠𝑝′,2 = �̇�𝑠

𝑝′ , 便有

‖𝑈𝑚(𝑡)𝑓‖�̇�−2𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝

. 𝑡−𝜌(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖𝑝′ , 2 6 𝑝 <∞. (3.1.11)

分别令𝑚 = 1, 2, 我们得到下面的结果:

命命命题题题3.1.2. 设𝑛 > 2, 𝑊 (𝑡) = F−1𝑒i𝑡|𝜉|F , 2 6 𝑝 < ∞, 1 6 𝑞 6 ∞,

1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1. 则有

‖𝑊 (𝑡)𝑓‖
�̇�

−(𝑛+1)(1/2−1/𝑝)
𝑝,𝑞

. 𝑡−(𝑛−1)(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖�̇�0
𝑝′,𝑞
, (3.1.12)

‖𝑊 (𝑡)𝑓‖
�̇�

−(𝑛+1)(1/2−1/𝑝)
𝑝

. 𝑡−(𝑛−1)(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖𝑝′ . (3.1.13)

命命命题题题3.1.3. 设𝑛 > 1, 𝑆(𝑡) = F−1𝑒i𝑡|𝜉|
2
F , 2 6 𝑝 < ∞, 1 6 𝑞 6 ∞,

1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1. 则有

‖𝑆(𝑡)𝑓‖�̇�0
𝑝,𝑞
. 𝑡−𝑛(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖�̇�0

𝑝′,𝑞
, (3.1.14)

‖𝑆(𝑡)𝑓‖𝑝 . 𝑡−𝑛(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖𝑝′ . (3.1.15)
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对高阶𝑚 > 2的情况, 有

命命命题题题3.1.4. 设𝑛 > 1, 𝑚 > 2, 2 6 𝑝 < ∞, 1 6 𝑞 6∞, 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1. 则

有

‖𝑈𝑚(𝑡)𝑓‖�̇�−2𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝,𝑞

. 𝑡−𝑛(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖�̇�0
𝑝′,𝑞
, (3.1.16)

‖𝑈𝑚(𝑡)𝑓‖�̇�−2𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝

. 𝑡−𝑛(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖𝑝′ . (3.1.17)

注意𝑚 > 2时2𝜎(𝑚, 𝑝) = 𝑛(2 −𝑚)(1/2 − 1/𝑝) < 0, 所以命题3.1.4含有正

则性估计.

下面, 我们推导当𝑚 > 2时, 𝑈𝑚(𝑡)不具有光滑效应形式的𝐿
𝑝 − 𝐿𝑝

′
估计.

我们有

命命命题题题3.1.5. 设𝑛 > 1, 𝑚 > 2, 2 6 𝑝 <∞, 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1. 则有

‖𝑈𝑚(𝑡)𝑓‖𝑝 . 𝑡−𝑛(1/𝑝
′−1/𝑝)/𝑚‖𝑓‖𝑝′ . (3.1.18)

证明.由膨胀变换的性质, 只需要考虑𝑡 = 1的情况. 设{𝜙𝑘}∞0 由S1.3中定
义. (3.1.9) 已经蕴含了对𝑘 > 1,

‖𝑈𝑚(1)△𝑘𝑓‖𝑝 . 22𝜎(𝑚,𝑝)𝑘
1∑︁

ℓ=−1

‖△𝑘+ℓ𝑓‖𝑝′ . (3.1.19)

又由 supp𝜙0 ⊂ {𝜉 : |𝜉| 6 2}, 我们有

‖𝑈𝑚(1)△0𝑓‖𝑝 6
1∑︁
ℓ=0

‖𝑈𝑚(1)△0△ℓ𝑓‖𝑝

.
1∑︁
ℓ=0

‖𝜙0F△ℓ𝑓‖𝑝′ .
1∑︁
ℓ=0

‖△ℓ𝑓‖𝑝′ . (3.1.20)

规定△−1 = 0, 则(3.1.19)对所有𝑘 > 0 都对. 所以(3.1.19)两端求ℓ2范数得

‖𝑈𝑚(1)𝑓‖𝐵0
𝑝,2
. ‖𝑓‖𝐵0

𝑝′,2
. (3.1.21)

类似(3.1.11)的推导, (3.1.21)已经蕴含了

‖𝑈𝑚(1)𝑓‖𝑝 . ‖𝑓‖𝑝′ . (3.1.22)

由膨胀变换的性质得到命题结论. �

使用(3.1.17), (3.1.18)以及凸性Hölder不等式(命题1.6.5), 我们立即得到
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命命命题题题3.1.6. 设𝑛 > 1, 𝑚 > 2, 2 6 𝑝 < ∞, 1/𝑝 + 1/𝑝′ = 1. 则对任

何𝜃 ∈ [0, 1],

‖𝑈𝑚(𝑡)𝑓‖�̇�−2𝜎(𝑚,𝑝)𝜃
𝑝

. 𝑡−(𝑛𝜃+2𝑛(1−𝜃)/𝑚)(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖𝑝′ . (3.1.23)

上面的方法对处理其他(比如非径向)齐次情况的𝑃 (𝜉)(如部分Riesz位

势)也是非常有效的, 注意到上面的证明当𝑃 (𝜉)是非齐次函数的时候, 不能简单

地通过scaling得到(3.1.3), 所以我们需要寻求其他途径.

一种基本的想法是, 先将𝑃 (𝜉)简化到径向的情况, 即𝑃 (|𝜉|)的情况, 然

后将𝑃 (|𝜉|)分成高频和低频两部分, 假设在低高频有不同的增长阶, 这样的

假设对很多模型是够用的. 下面的两个命题中我们总假设𝑃为径向函数.

设𝑃 : (0,∞) → R 为光滑函数, 满足

(H1) 存在𝑚1 > 0, 使得对任何𝛼 > 2, 𝛼 ∈ N,

|𝑃 ′(𝑟)| ∼ 𝑟𝑚1−1, |𝑃 (𝛼)(𝑟)| . 𝑟𝑚1−𝛼, 𝑟 > 1.

(H2) 存在𝑚2 > 0, 使得对任何𝛼 > 3, 𝛼 ∈ N,

|𝑃 ′(𝑟)| ∼ 𝑟𝑚2−1, |𝑃 (𝛼)(𝑟)| . 𝑟𝑚2−𝛼, 0 < 𝑟 < 1.

(H3) 存在𝛼1, 使得

|𝑃 ′′(𝑟)| ∼ 𝑟𝛼1−2, 𝑟 > 1.

(H4) 存在𝛼2, 使得

|𝑃 ′′(𝑟)| ∼ 𝑟𝛼2−2, 0 < 𝑟 < 1.

注注注记记记3.1.7. 条件(H1)和(H3)是 𝑃 在高频的增长条件, (H2)和(H4)是 𝑃

在低频的增长条件. 满足上面条件的𝑃很多, 我们关心的情况有下述几种:

(1) 𝑃 (𝜉) =
√︀
1 + |𝜉|2, 对应Klein-Gordon方程; (2) 𝑃 (𝜉) = |𝜉|4 + |𝜉|2, 对应四

阶Schrödinger 方程; (3) 𝑃 (𝜉) =
√︀

1 + |𝜉|4, 对应Beam方程.

注意到𝑃 (|𝜉|) = |𝜉|是极其特殊的情况, 虽然
√︀
1 + |𝜉|2在无穷远处和|𝜉|增

长阶相同, 但是(𝜕2𝑖𝑗
√︀
1 + |𝜉|2)𝑛×𝑛 的秩为𝑛, 并且在𝜉 = 0附近,

√︀
1 + |𝜉|2性质

更好, 所以, 我们可以预期Klein-Gordon方程解的基本估计更好.

下面的结果是[58]得到的.
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命命命题题题3.1.8. 设𝑛 = 1. 记𝑈(𝑡) = F−1𝑒𝑖𝑡𝑃 (|𝜉|)F . 我们有下面的衰减估计.

(a) 设{△𝑘}𝑘∈Z 由S1.6定义, 𝑃 满足(H1), 则对𝑘 > 0, 有

‖𝑈(𝑡)△𝑘𝑢0‖∞ . 2𝑘‖𝑢0‖1;

如果𝑃还额外满足(H3), 则

‖𝑈(𝑡)△𝑘𝑢0‖∞ . |𝑡|−𝜃/22𝑘(1−𝛼1𝜃/2)‖𝑢0‖1, 0 6 𝜃 6 1.

(b) 设{△𝑘}𝑘∈Z 由S1.6定义, 𝑃满足(H2), 则对𝑘 < 0, 有

‖𝑈(𝑡)△𝑘𝑢0‖∞ . 2𝑘‖𝑢0‖1.

如果𝑃还额外满足(H4), 则

‖𝑈(𝑡)△𝑘𝑢0‖∞ . |𝑡|−𝜃/22𝑘(1−𝛼2𝜃/2)‖𝑢0‖1, 0 6 𝜃 6 1.

(c) 设△0由S1.3定义, 设𝑃 满足(H2)和(H4)且𝑚2 = 𝛼2, 则有

‖𝑈(𝑡)△0𝑢0‖∞ . (1 + |𝑡|)−𝜃‖𝑢0‖1, 0 6 𝜃 6 min

(︂
1

𝑚2
,
1

2

)︂
.

作为准备, 我们需要下面的Van der Corput 引理, 证明可以在很多著作找

到, 见本书附录.

引引引理理理3.1.9. 设𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (R), 𝑃 ∈ 𝐶2(R) 满足对任何𝜉 ∈ supp 𝜙, |𝑃 ′′(𝜉)| >

𝜆 > 0, 则 ⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑒i𝑃 (𝜉)𝜙(𝜉)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
. 𝜆−1/2(‖𝜙‖∞ + ‖𝜙′‖1).

命命命题题题3.1.8的的的证证证明明明. 首先证明(a). 使用卷积Young不等式,

‖𝑈(𝑡)△𝑘𝑢0‖∞ . ‖𝐽𝑘‖∞‖𝑢0‖1,

其中

𝐽𝑘(𝑥) = F−1(𝑒𝑖𝑡𝑃 (|𝜉|)𝜙(2−𝑘|𝜉|))(2−𝑘𝑥). (3.1.24)
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由(3.1.24)立即有

‖𝐽𝑘‖∞ . 2𝑘, (3.1.25)

定义𝑃1(𝜉) = 𝑥𝜉 + 𝑡𝑃 (2𝑘|𝜉|), 则有|𝑃 ′′
1 (𝜉)| & |𝑡|2𝑘𝑚1 , 𝜉 ∈ supp𝜙. 使用Van de

Corput 引理, 得到

‖𝐽𝑘‖∞ . |𝑡|−1/22𝑘(1−𝛼1/2). (3.1.26)

(3.1.25) 和(3.1.26) 作插值, 我们得到对任何0 6 𝜃 6 1,

‖𝐽𝑘‖∞ . |𝑡|−𝜃/22𝑘(1−𝜃𝛼1/2).

从而完成(a) 的证明.

(b) 的证明与(a) 类似, 从略. 下面我们证明(c). 由(b)的第一个结论可以

直接推出

‖𝑈(𝑡)△0𝑢0‖∞ .
∑︁
𝑘<0

2𝑘‖𝑢0‖1 . ‖𝑢0‖1. (3.1.27)

首先考虑𝑚2 < 2 的情形. 由于min(1/𝑚2, 1/2) = 1/2, 由(b)得到

‖𝑈(𝑡)△0𝑢0‖∞ .
∑︁
𝑘<0

|𝑡|−1/22𝑘(1−𝑚2/2)‖𝑢0‖1 . |𝑡|−1/2‖𝑢0‖1. (3.1.28)

由(3.1.27)和(3.1.28), 我们就可以得到结果.

其次, 考虑情况𝑚2 > 2. 只要考虑𝑚2 > 2 和𝜃 = min(1/𝑚2, 1/2) = 1/𝑚2

的情况就够了. 通过简单运算, 我们知道,

𝑑

𝑑𝜉

(︂
1

𝑃 ′(2𝑘|𝜉|)

)︂
. 2−𝑘(𝑚2−1), 𝜉 ∈ supp𝜙. (3.1.29)

于是, 如果|𝑥| 6 1, 那么我们有|𝜕𝑚𝜉 (𝑒𝑖𝑥𝜉𝜙(𝜉))| . 1, 做分部积分我们可以得到,

|𝐽𝑘(𝑥)| . |𝑡|−12𝑘(1−𝑚2).

如果|𝑥| > 1, 设𝑘0 是使得|𝑥| 6 |𝑡|2𝑘0𝑚2成立的最小整数, 于是|𝑥| ≈ |𝑡|2𝑘0𝑚2 .

对|𝑘 − 𝑘0| > 𝐶 ≫ 1, 我们有|𝑃 ′
1(𝜉)| > 𝑐|𝑡|2𝑘𝑚2 , 做分部积分我们可以得到,

|𝐽𝑘(𝑥)| . |𝑡|−12𝑘(1−𝑚2).
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对|𝑘 − 𝑘0| 6 𝐶, 注意|𝑥| > 1 且𝑚2 > 2, 我们有

|𝐽𝑘(𝑥)| . |𝑡|−1/22𝑘(1−𝑚2/2) . |𝑡|−1/2

(︂
|𝑥|
|𝑡|

)︂(1−𝑚2/2)/𝑚2

. |𝑡|−1/𝑚2 .

于是,

|
∑︁
𝑘60

𝐽𝑘(𝑥)| .
∑︁

|𝑘−𝑘0|6𝐶

|𝐽𝑘(𝑥)|+
∑︁

|𝑘−𝑘0|>𝐶

|𝐽𝑘(𝑥)|

.
∑︁

|𝑘−𝑘0|6𝐶

|𝑡|−1/𝑚2 +
∑︁

2𝑘<|𝑡|−1/𝑚2

2𝑘 +
∑︁

2𝑘>|𝑡|−1/𝑚2

|𝑡|−12𝑘(1−𝑚2)

. |𝑡|−1/𝑚2 ,

从而完成(c) 的证明. �

在高维空间有类似的结果：

命命命题题题3.1.10. 设𝑛 > 2. 记𝑈(𝑡) = F−1𝑒𝑖𝑡𝑃 (|𝜉|)F . 我们有下面的衰减估计.

(a) 设{△𝑘}𝑘∈Z 由S1.6定义, 𝑘 > 0, 𝑃 满足(H1), 则有

‖𝑈(𝑡)△𝑘𝑢0‖∞ . |𝑡|−𝜃2𝑘(𝑛−𝑚1𝜃)‖𝑢0‖1, 0 6 𝜃 6
𝑛− 1

2
; (3.1.30)

如果𝑃还满足(H3), 则

‖𝑈(𝑡)△𝑘𝑢0‖∞ . |𝑡|−𝑛/22𝑘(𝑛−
𝑚1𝑛
2

−𝛼1−𝑚1
2

)‖𝑢0‖1. (3.1.31)

(b) 设{△𝑘}𝑘∈Z 由S1.6定义, 设𝑘 < 0, 𝑃 满足(H2), 则有

‖𝑈(𝑡)△𝑘𝑢0‖∞ . |𝑡|−𝜃2𝑘(𝑛−𝑚2𝜃)‖𝑢0‖1, 0 6 𝜃 6
𝑛− 1

2
; (3.1.32)

如果𝑃还满足(H4), 则

‖𝑈(𝑡)△𝑘𝑢0‖∞ . |𝑡|−𝑛/22𝑘(𝑛−
𝑚2𝑛
2

−𝛼2−𝑚2
2

)‖𝑢0‖1. (3.1.33)

(c) 设△0由S1.3定义, 设𝑃 满足(H2), 则有

‖𝑈(𝑡)△0𝑢0‖∞ . (1+|𝑡|)−𝜃‖𝑢0‖1, 0 6 𝜃 6 min

(︂
𝑛

𝑚2
,
𝑛− 1

2

)︂
; (3.1.34)

如果𝑃还满足(H4)且𝛼2 = 𝑚2, 则

‖𝑈(𝑡)△0𝑢0‖∞ . (1 + |𝑡|)−𝜃‖𝑢0‖1, 0 6 𝜃 6 min

(︂
𝑛

𝑚2
,
𝑛

2

)︂
. (3.1.35)
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证证证明明明. 证明想法如下: 首先, 使用Bessel函数, 通过极坐标变换将问题转化

成一维振荡积分情形; 其次, 使用Bessel函数的衰减性, 就可以用与一维类似的

技巧证明结论. 用𝐽𝑚(𝑟)表示Bessel函数:

𝐽𝑚(𝑟) =
(𝑟/2)𝑚

Γ(𝑚+ 1/2)𝜋1/2

∫︁ 1

−1
𝑒𝑖𝑟𝑡(1− 𝑡2)𝑚−1/2𝑑𝑡, 𝑚 > −1/2.

我们首先列举Bessel函数的一些性质, 可以在[141], [46]中找到.

引引引理理理3.1.11. 对任何0 < 𝑟 <∞, 我们有

(i) 𝐽𝑚(𝑟) 6 𝐶𝑟𝑚,

(ii) 𝑑
𝑑𝑟 (𝑟

−𝑚𝐽𝑚(𝑟)) = −𝑟−𝑚𝐽𝑚+1(𝑟).

(i)的证明是显然的, (ii)可以由分部积分直接得到. 如所周知, 任何径向函

数𝑓 的Fourier变换仍为径向函数(见[140]):

𝑓(𝜉) = 2𝜋

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑟)𝑟𝑛−1(𝑟|𝜉|)−(𝑛−2)/2𝐽𝑛−2

2
(𝑟|𝜉|)𝑑𝑟, (3.1.36)

由引理3.1.11, 对任何0 6 𝑠 6 2 and for any 𝑘 > 0,⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑘

𝜕𝑟𝑘
(𝜓(𝑟)𝑟𝑛−1(𝑟𝑠)−(𝑛−2)/2𝐽𝑛−2

2
(𝑟𝑠))

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶𝑘. (3.1.37)

如果𝑚 = −𝑛−2
2 , 𝐽𝑚(𝑟) 有下面的性质(见[69], Chapter 1, (1.5)),

𝑟−
𝑛−2
2 𝐽𝑛−2

2
(𝑟) = 𝑐𝑛R(𝑒𝑖𝑟ℎ(𝑟)), (3.1.38)

其中ℎ 满足

|𝜕𝑘𝑟 ℎ(𝑟)| 6 𝑐𝑘(1 + 𝑟)−
𝑛−1
2

−𝑘. (3.1.39)

由此得到, 对任何𝑠 > 2 和𝑘 > 0,

|𝜕𝑘𝑟 (𝜓(𝑟)𝑟𝑛−1ℎ(𝑟𝑠))| 6 𝑐𝑘𝑠−
𝑛−1
2 . (3.1.40)

现在证明(a). 由Young不等式

‖𝑈(𝑡)△𝑘𝑢0‖∞ . ‖F−1𝑒𝑖𝑡𝑃 (|𝜉|)𝜓(2−𝑘|𝜉|)‖∞‖𝑢0‖1.

使用(3.1.36) 我们有

F−1(𝑒𝑖𝑡𝑃 (|𝜉|)𝜓(2−𝑘|𝜉|))(𝑥) =2𝑘𝑛F−1(𝑒𝑖𝑡𝑃 (|2𝑘𝜉|)𝜓(|𝜉|))(2𝑘|𝑥|)
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=2𝑘𝑛
∫︁ ∞

0
𝑒𝑖𝑡𝑃 (2𝑘𝑟)𝜓(𝑟)𝑟𝑛−1(𝑟2𝑘𝑠)−(𝑛−2)/2𝐽𝑛−2

2
(𝑟2𝑘𝑠)𝑑𝑟

:=𝐼𝑘(2
𝑘𝑠),

其中𝑠 = |𝑥|, 𝐽𝑛−2
2
(𝑟) 表示Bessel 函数. 只要证明

‖𝐼𝑘(𝑠)‖∞ 6 |𝑡|−𝜃2𝑘(𝑛−𝑚1𝜃).

引理3.1.11 的(i) 蕴含,

‖𝐼𝑘(𝑠)‖∞ . 2𝑘𝑛. (3.1.41)

接下来我们分别考虑下面两种情况.

Case 1. 𝑠 6 2. 在这种情况下, 我们使用Bessel函数在0点的消失性

质. 记𝐷𝑟 = ( 1
𝑖𝑡𝑃 ′(2𝑘𝑟)2𝑘

) 𝑑𝑑𝑟 . 我们有𝐷
𝑟(𝑒𝑖𝑡𝑃 (2𝑘𝑟)) = 𝑒𝑖𝑡𝑃 (2𝑘𝑟). 由条件(H1), 对任

何𝑚 > 0 and 𝑟 ∼ 1,

𝑑𝑚

𝑑𝑟𝑚

(︂
1

𝑃 ′(2𝑘𝑟)

)︂
6 𝐶𝑚2

−𝑘(𝑚1−1). (3.1.42)

记𝜓(𝑟) = 𝜓(𝑟)𝑟𝑛−1. 做分部积分, 对任何𝑞 ∈ Z+, 有

𝐼𝑘(𝑠) = 2𝑘𝑛
∫︁ ∞

0
𝑒𝑖𝑡𝑃 (2𝑘𝑟)𝜓(𝑟)(𝑟𝑠)−

𝑛−2
2 𝐽𝑛−2

2
(𝑟𝑠)𝑑𝑟

= 2𝑘𝑛
∫︁ ∞

0
𝐷𝑟(𝑒𝑖𝑡𝑃 (2𝑘𝑟))𝜓(𝑟)(𝑟𝑠)−

𝑛−2
2 𝐽𝑛−2

2
(𝑟𝑠)𝑑𝑟

= − 2𝑘𝑛

𝑖𝑡2𝑘

∫︁ ∞

0
𝑒𝑖𝑡𝑃 (2𝑘𝑟) 𝑑

𝑑𝑟

(︂
1

𝑃 ′(2𝑘𝑟)
𝜓(𝑟)(𝑟𝑠)−

𝑛−2
2 𝐽𝑛−2

2
(𝑟𝑠)

)︂
𝑑𝑟

=
2𝑘𝑛

(𝑖𝑡2𝑘)𝑞

𝑞∑︁
𝑚=0

∑︁
𝑙1,...𝑙𝑞∈Λ𝑞

𝑚

𝐶𝑞,𝑚

·
∫︁ ∞

0
𝑒𝑖𝑡𝑃 (2𝑘𝑟)

𝑞∏︁
𝑗=1

𝜕
𝑙𝑗
𝑟

(︂
1

𝑃 ′(2𝑘𝑟)

)︂
𝜕𝑞−𝑚𝑟

(︁
𝜓(𝑟)(𝑟𝑠)−

𝑛−2
2 𝐽𝑛−2

2
(𝑟𝑠)

)︁
𝑑𝑟,

(3.1.43)

其中Λ𝑞𝑚 = {𝑙1, . . . , 𝑙𝑞 ∈ Z+ : 0 6 𝑙1 < . . . < 𝑙𝑞 6 𝑞, 𝑙1 + . . . 𝑙𝑞 = 𝑚}. 由(3.1.37),

(3.1.42) 和(3.1.43), 我们得到对任何𝑞 ∈ Z+,

|𝐼𝑘(𝑠)| . |𝑡|−𝑞2𝑘(𝑛−𝑚1𝑞). (3.1.44)

这里, 做多次分部积分的目的是为了保证当𝑞大时, 𝑛 − 𝑚1𝑞 < 0 (和一维

情形类似). (3.1.44) 和(3.1.41) 做插值, 可以得到对任何𝜃 > 0, |𝐼𝑘(𝑠)| .
|𝑡|−𝜃2𝑘(𝑛−𝑚1𝜃).
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Case 2. 𝑠 > 2. 这种情况下, 我们需要使用Bessel函数的衰减性质.

由(3.1.38) 得到

𝐼𝑘(𝑠) = 𝑐𝑛2
𝑘𝑛

∫︁ ∞

0
𝑒𝑖𝑡𝑃 (2𝑘𝑟)𝜓(𝑟)(𝑒𝑖𝑟𝑠ℎ(𝑟𝑠) + 𝑒−𝑖𝑟𝑠ℎ̄(𝑟𝑠))𝑑𝑟

= 𝑐𝑛2
𝑘𝑛

∫︁ ∞

0
𝑒𝑖(𝑡𝑃 (2𝑘𝑟)+𝑟𝑠)𝜓(𝑟)ℎ(𝑟𝑠)𝑑𝑟 + 𝑐𝑛2

𝑘𝑛

∫︁ ∞

0
𝑒𝑖(𝑡𝑃 (2𝑘𝑟)−𝑟𝑠)𝜓(𝑟)ℎ̄(𝑟𝑠)𝑑𝑟

:= 𝐵1 +𝐵2.

不失一般性, 我们可以假设𝑡 > 0 和𝑃 ′(𝑟) > 0. 考虑𝐵1 的估计, 令𝑃1(𝑟) =

𝑡𝑃 (2𝑘𝑟)+ 𝑟𝑠. 注意到𝑃 ′
1(𝑟) = 𝑡2𝑘𝑃 ′(2𝑘𝑟)+ 𝑠 > 𝑐𝑡2𝑘𝑚1 , 易知(3.1.42) 中用𝑃1 替

换𝑃 仍然成立. 由(3.1.40), 类似Case 1 我们可以得到对任何𝜃 > 0,

|𝐵1| . |𝑡|−𝜃2𝑘(𝑛−𝑚1𝜃).

考虑𝐵2的估计,令𝑃2(𝑟) = 𝑡𝑃 (2𝑘𝑟)−𝑟𝑠. 注意到若𝑠 = 𝑡2𝑘𝑃 ′(2𝑘𝑟),那么𝑃 ′
2(𝑟) =

0. 我们将讨论分成下面两种情况.

Case 2a. 𝑠 > 2 sup𝑟∈[1/2,2] 𝑡2
𝑘𝑃 ′(2𝑘𝑟) 或者, 𝑠 < 1

2 inf𝑟∈[1/2,2] 𝑡2
𝑘𝑃 ′(2𝑘𝑟).

在此情况下, 易见|𝑃 ′
2(𝑟)| > 𝑐𝑡2𝑘𝑚1 if 𝑟 ∼ 1, 且(3.1.42) 中由𝑃2 替换𝑃 仍然成

立. 使用(3.1.40), 我们得到对任何𝜃 > 0,

|𝐵2| . |𝑡|−𝜃2𝑘(𝑛−𝑚1𝜃).

Case 2b. 1
2 inf𝑟∈[1/2,2] 𝑡2

𝑘𝑃 ′(2𝑘𝑟) 6 𝑠 6 2 sup𝑟∈[1/2,2] 𝑡2
𝑘𝑃 ′(2𝑘𝑟). 使

用(3.1.40),

|𝐵2| . 2𝑘𝑛𝑠−
𝑛−1
2 . 𝑡−

𝑛−1
2 2𝑘(𝑛−

(𝑛−1)𝑚1
2

). (3.1.45)

(3.1.45) 和(3.1.41) 做插值, 我们得到对任何0 6 𝜃 6 𝑛−1
2 , 有

|𝐵2| 6 𝑡−𝜃2𝑘(𝑛−𝑚1𝜃). (3.1.46)

如果(H3)成立, 则|𝑃 ′′
2 (𝑟)| > 𝑡2𝑘𝛼1 . 使用Van der Corput 引理,

|𝐵2| . (𝑡2𝑘𝛼1)−1/2

∫︁ ∞

0
| 𝑑
𝑑𝑟

(𝜓(𝑟)ℎ(𝑟𝑠))|𝑑𝑟 . 𝑡−𝑛/22𝑘(𝑛−
𝑛
2
(𝑚1+

𝛼1−𝑚1
𝑛

)).

(3.1.47)

从而完成(a) 的证明.
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(b) 的证明和(a) 的证明类似, 从略. 现在来证明(c). 固定0 6 𝜃 6

min( 𝑛
𝑚2
, 𝑛−1

2 ). 若𝜃 < 𝑛
𝑚2

, 则有𝑛−𝑚2𝜃 > 0. 由(b) 的结果, 立即有

‖𝑈(𝑡)△0𝑢0‖∞ .
2∑︁

𝑘=−∞
|𝑡|−𝜃2𝑘(𝑛−𝑚2𝜃)‖△0𝑢0‖1

. |𝑡|−𝜃‖△0𝑢0‖1.

现假设𝑛−1
2 >

𝑛
𝑚2
且𝜃 = 𝑛

𝑚2
. 由(b) 的证明知道, 若𝑘0 < 0 且𝑠 ∼ 𝑡2𝑘0𝑚2 > 2, 则

有

|𝐼𝑘0(𝑠)| . 𝑡−
𝑛−1
2 2𝑘0(𝑛−

(𝑛−1)𝑚2
2

) . 𝑡
− 𝑛

𝑚2 .

如果|𝑘 − 𝑘0| > 𝐶 ≫ 1, 那么

|𝐼𝑘(𝑠)| . 𝑡−𝛼2𝑘(𝑛−𝑚2𝛼), ∀ 𝛼 > 0.

从而, 选取𝛼 足够大, 我们有

|𝐼60(𝑠)| .
∑︁

|𝑘−𝑘0|6𝐶

|𝐼𝑘(𝑠)|+
∑︁

|𝑘−𝑘0|>𝐶

|𝐼𝑘(𝑠)|

. 𝑡
− 𝑛

𝑚2 +
∑︁

2𝑘<𝑡
− 1

𝑚2

2𝑘𝑛 +
∑︁

2𝑘>𝑡
− 1

𝑚2

𝑡−𝛼2𝑘(𝑛−𝑚2𝛼)

. 𝑡
− 𝑛

𝑚2 .

由此得到结果. 当(H4)满足且𝑚2 = 𝛼2, 证明是类似的, 从略. �

我们把得到的结果用于Klein-Gordon 方程

𝑢𝑡𝑡 + 𝑢−Δ𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(0, 𝑥) = 𝑢1(𝑥)

的解对应着半群𝐺(𝑡) = 𝑒i𝑡(𝐼−Δ)1/2 , 我们有下面的

命命命题题题3.1.12. 设𝐺(𝑡) = 𝑒i𝑡(𝐼−Δ)1/2 , 𝜃 ∈ [0, 1],记2𝜎(𝜃, ·) = (𝑛+1+𝜃)(1/2−
1/·), 2/𝛽(𝜃, ·) = (𝑛− 1 + 𝜃)(1/2− 1/·). 则下面的估计成立:

‖𝐺(𝑡)𝑓‖
𝐵

𝑠−2𝜎(𝜃,𝑝)
𝑝,𝑞

. |𝑡|−2/𝛽(𝜃,𝑝)‖𝑓‖𝐵𝑠
𝑝′,𝑞
.
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S3.2 半半半群群群的的的空空空间间间-时时时间间间对对对偶偶偶估估估计计计

轻视抽象思维, 就如同轻视纸张而赞美竹简一样. —–作者

本节我们推导一类波方程解的空间–时间估计, 即一类半群的空间–时

间估计. 这类估计, 起源于R. S. Strichartz的开创性工作[142], 随后有众多的

推广, 关于Schrödinger方程, 可见 Kato [72], Cazenave 和 Weissler [22], 关于

波动方程, 可见Pecher [131], Ginibre 和Velo [45]. 关于Klein-Gordon方程, 可

见Brenner [18, 19]. 我们这里给出的是一个抽象的处理, 见第一作者的博士论

文[166] (不过[166]选取的空间更抽象, 发表于[167]). 这就简化和统一了上述各

类波方程的解的空间–时间估计; 进一步, 高阶波方程的解的空间–时间估计也

作为抽象结果的推论被推出. 记

𝑈(𝑡) = F−1𝑒i𝑡𝑃 (𝜉)F , 𝒜 =

∫︁ 𝑡

0
𝑈(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏, ·)𝑑𝜏, (3.2.1)

其中𝑃 (·) : R𝑛 → R为某个适当光滑的函数. 下面我们总假定

𝑋 = 𝐿𝑝, 或 𝑋 = 𝐵0
𝑝,2, 2 6 𝑝 <∞. (3.2.2)

设𝑈(𝑡)满足下面的基本估计：

‖𝑈(𝑡)𝑓‖𝑋𝛼 . 𝑡−𝜃‖𝑓‖𝑋* , (3.2.3)

其中𝛼 ∈ R, 𝜃 ∈ (0, 1), 𝑋𝛼 := (𝐼 − △)−𝛼/2𝑋, 𝑋*表示𝑋的对偶空间. 在

只假设(3.2.3)的情况下, 我们就可以得到𝑈(·)和𝒜的一些很有趣的估计. 使

用(3.2.1)和(3.2.3),

‖𝒜𝑓‖𝑋𝛼 .
∫︁ 𝑡

0
|𝑡− 𝜏 |−𝜃‖𝑓(𝜏)‖𝑋*𝑑𝜏, (3.2.4)

再使用Hardy-Littlewood-Sobolev不等式, 我们立即有

引引引理理理3.2.1. 设(3.2.2)和(3.2.3)满足. 则对任何𝑇 > 0, 𝑠 ∈ R,

‖𝒜𝑓‖𝐿2/𝜃(−𝑇,𝑇 ;𝑋𝑠+𝛼) . ‖𝑓‖𝐿(2/𝜃)′ (−𝑇,𝑇 ;(𝑋*)𝑠), (3.2.5)

其中(2/𝜃)′表示2/𝜃的对偶数, 即𝜃/2 + 1/(2/𝜃)′ = 1.

为方便, 我们用𝒟𝑇表示定义在(−𝑇, 𝑇 )取值在S中的取有限个值的函数全

体, 用𝐼表示区间(−𝑇, 𝑇 ). 易知当2 6 𝑝 <∞时, 𝒟𝑇在𝐿
𝑞(𝐼, (𝑋*)𝑠) (𝑠 ∈ R, 1 6

𝑞 <∞)中稠密.
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引引引理理理3.2.2. 设(3.2.2)和(3.2.3)满足. 则,

‖𝑈(𝑡)𝑓‖𝐿2/𝜃(R,𝑋𝑠+𝛼/2) . ‖𝑓‖𝐻𝑠 . (3.2.6)

证明.首先我们证明对任何𝑇 > 0, 𝐼 = (−𝑇, 𝑇 ), 𝜙 ∈ S , 𝜓 ∈ 𝒟𝑇 ,⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑇

−𝑇
(𝑈(𝑡)𝜙,𝜓(𝑡))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
. ‖𝜙‖2‖𝜓‖𝐿(2/𝜃)′ (𝐼,(𝑋*)−𝛼/2). (3.2.7)

事实上, ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑇

−𝑇
(𝑈(𝑡)𝜙,𝜓(𝑡))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
. ‖𝜙‖2

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑇

−𝑇
𝑈(−𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
2

. (3.2.8)

由引理3.2.1,⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑇

−𝑇
𝑈(−𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦2
2

=

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑇

−𝑇

(︂
𝜓(𝑡),

∫︁ 𝑇

−𝑇
𝑈(𝑡− 𝜏)𝜓(𝜏)𝑑𝜏

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
. ‖𝜓‖𝐿(2/𝜃)′ (𝐼,(𝑋*)−𝛼/2)

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑇

−𝑇
𝑈(𝑡− 𝜏)𝜓(𝜏)𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
𝐿2/𝜃(𝐼,𝑋𝛼/2)

. ‖𝜓‖2
𝐿(2/𝜃)′ (𝐼,(𝑋*)−𝛼/2)

. (3.2.9)

结合(3.2.8)和(3.2.9)我们便知(3.2.7)成立. 由于S在𝐿2中稠密, 𝒟𝑇在𝐿
(2/𝜃)′

(𝐼, (𝑋*)−𝛼/2) 中稠密, 故由(3.2.7)知道

‖𝑈(𝑡)𝜙‖𝐿2/𝜃(𝐼,𝑋𝛼/2) . ‖𝜙‖2. (3.2.10)

注意上面的估计与𝑇无关, 令𝑇 → ∞, 得到上式将(−𝑇, 𝑇 )替换为R也对. 再

令𝜙 = (𝐼 −Δ)𝑠/2𝑓 , 便得到所要的结论. �

引引引理理理3.2.3. 设(3.2.2)和(3.2.3)满足. 则对任何𝑇 > 0, 𝐼 = (−𝑇, 𝑇 ),

‖𝒜𝑓‖𝐿∞(𝐼,𝐻𝑠+𝛼/2) . ‖𝑓‖𝐿(2/𝜃)′ (𝐼,(𝑋*)𝑠). (3.2.11)

证明.类似引理3.2.2, 只要证明对任何𝑓 ∈ 𝒟𝑇 ,

‖𝒜𝑓‖𝐿∞(𝐼,𝐻𝛼/2) . ‖𝑓‖𝐿(2/𝜃)′ (𝐼,𝑋*). (3.2.12)
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事实上, 为方便, 我们记𝐽𝑠 = (𝐼 −Δ)𝑠/2, 有

‖𝒜𝑓‖2
𝐻𝛼/2 = (𝒜𝐽𝛼/2𝑓,𝒜𝐽𝛼/2𝑓)

. ‖𝑓‖𝐿(2/𝜃)′ (𝐼,𝑋*)

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0
𝑈(· − 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
𝐿2/𝜃(𝐼,𝑋𝛼)

. (3.2.13)

使用与引理3.2.1一样的技巧,⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0
𝑈(· − 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
𝐿2/𝜃(𝐼,𝑋𝛼)

. ‖𝑓‖𝐿(2/𝜃)′ (𝐼,𝑋*) (3.2.14)

结合(3.2.13), (3.2.14)我们得到(3.2.12). �

引引引理理理3.2.4. 设(3.2.2)和(3.2.3)满足. 则对任何𝑇 > 0, 𝐼 = (−𝑇, 𝑇 ),

‖𝒜𝑓‖𝐿2/𝜃(𝐼,𝑋𝑠+𝛼/2) . ‖𝑓‖𝐿1(𝐼,𝐻𝑠). (3.2.15)

证明.类似引理3.2.2, 只要证明对任何𝑓 ∈ 𝒟𝑇 ,

‖𝒜𝑓‖𝐿2/𝜃(𝐼,𝑋𝛼/2) . ‖𝑓‖𝐿1(𝐼,𝐿2). (3.2.16)

设𝜓, 𝑓 ∈ 𝒟𝑇 , 我们有⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑇

0
(𝒜𝑓(𝑡), 𝜓(𝑡))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
. ‖𝑓‖𝐿1(0,𝑇 ;𝐿2)

⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑇

·
𝑈(· − 𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(𝐼,𝐿2)

. (3.2.17)

类似引理3.2.3, 有⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑇

·
𝑈(· − 𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(𝐼,𝐿2)

. ‖𝜓‖𝐿(2/𝜃)′ (𝐼,(𝑋*)−𝛼/2). (3.2.18)

可以类似地估计
∫︀ 0
−𝑇 (𝒜𝑓(𝑡), 𝜓(𝑡))𝑑𝑡. 从而, (3.2.17)和(3.2.18)蕴含⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑇

0
(𝒜𝑓(𝑡), 𝜓(𝑡))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
. ‖𝑓‖𝐿1(0,𝑇 ;𝐿2)‖𝜓‖𝐿(2/𝜃)′ (𝐼,(𝑋*)−𝛼/2). (3.2.19)

使用(3.2.19), 由对偶关系可以直接得到(3.2.16). �

注注注记记记3.2.5. 若(3.2.3)被下面的估计所取代,

‖𝑈(𝑡)𝑓‖�̇�𝛼 . 𝑡−𝜃‖𝑓‖�̇�* , (2.2.3a)
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其中�̇� = 𝐿𝑝或�̇� = �̇�0
𝑝,2. 在引理3.2.1–3.2.4中, 替换原来的空间为相应的齐次

空间, 结论仍然成立. 比如, 引理3.2.2的结论应为

‖𝑈(𝑡)𝑓‖𝐿2/𝜃(𝐼,�̇�𝑠+𝛼/2) . ‖𝑓‖�̇�𝑠 . (2.2.6a)

这些结果的证明与非齐次空间的情况是平行的, 从略.

下面我们将得到的空间–时间估计应用到具体的波方程的解. 虽然我们

可以就上一节得到的一般估计(3.1.10), (3.1.11)给出一般结论, 但是, 为了便

于应用, 且此类估计对各类具体方程格外重要, 我们还是分别就𝑆(𝑡), 𝑊 (𝑡)

和𝑈𝑚(𝑡)给出结果. 先看Schrödinger群𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡Δ和高阶群𝑈𝑚(𝑡) = 𝑒i𝑡(−Δ)𝑚/2

不带光滑效应的估计:

定定定理理理 3.2.6. 设𝑚 > 2,

𝑚* =

{︃
∞, 𝑛 6 𝑚,

2𝑛/(𝑛−𝑚), 𝑛 > 𝑚,
(3.2.20)

1

𝛾(·)
=

𝑛

𝑚

(︂
1

2
− 1

·

)︂
. (3.2.21)

设2 6 𝑟, 𝑝 < 𝑚*, 𝑈𝑚(𝑡) = 𝑒i𝑡(−Δ)𝑚/2
. 则下面的估计成立:

‖𝑈𝑚(𝑡)𝜑‖𝐿𝛾(𝑝)(𝐼,�̇�𝑠
𝑝,2)
. ‖𝜑‖�̇�𝑠 , (3.2.22)

‖𝒜𝑈𝑚𝑓‖𝐿𝛾(𝑝)(𝐼,�̇�𝑠
𝑝,2)
. ‖𝑓‖𝐿𝛾(𝑟)′ (𝐼,�̇�𝑠

𝑟′,2)
, (3.2.23)

其中𝐼 ⊂ R为任意区间, 𝒜𝑈𝑚 :=
∫︀ 𝑡
0 𝑈𝑚(𝑡− 𝜏) · 𝑑𝜏 . 在(3.2.22), (3.2.23)中, 将齐

次Besov空间替换为相应Besov空间, 或相应位势空间𝐻𝑠
𝜌 , �̇�

𝑠
𝜌 (𝜌 = 𝑟, 𝑝), 结论

仍然成立.

容易知道, 波动方程

𝑢𝑡𝑡 −Δ𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(0, 𝑥) = 𝑢1(𝑥) (3.2.24)

的解对应着半群𝑊 (𝑡), 我们有下面的

定定定理理理 3.2.7. 设𝑊 (𝑡) = 𝑒i𝑡(−Δ)1/2 , 𝑛 > 2,

2** =

{︃
∞, 𝑛 = 2, 3,

2(𝑛− 1)/(𝑛− 3), 𝑛 > 3,
(3.2.25)
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2𝜎(·)
𝑛+ 1

=
2

(𝑛− 1)𝛽(·)
=

1

2
− 1

·
. (3.2.26)

设2 6 𝑟, 𝑝 < 2**, 则下面的估计成立:

‖𝑊 (𝑡)𝜑‖
𝐿𝛽(𝑝)(𝐼,�̇�

𝑠−𝜎(𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝜑‖�̇�𝑠 , (3.2.27)

‖𝒜𝑊 𝑓‖𝐿𝛽(𝑝)(𝐼,�̇�
𝑠−𝜎(𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝑓‖
𝐿𝛽(𝑟)′ (𝐼,�̇�

𝑠+𝜎(𝑟)

𝑟′,2 )
, (3.2.28)

其中𝐼 ⊂ R为任意区间, 𝒜𝑊 :=
∫︀ 𝑡
0 𝑊 (𝑡 − 𝜏) · 𝑑𝜏 . 在(3.2.27), (3.2.28)中, 将齐

次Besov空间替换为相应Riesz位势空间�̇�𝑠
𝜌 (𝜌 = 𝑟, 𝑝), 结论仍然成立.

Klein-Gordon方程

𝑢𝑡𝑡 + 𝑢−Δ𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(0, 𝑥) = 𝑢1(𝑥) (3.2.29)

的解对应着半群𝐺(𝑡) = 𝑒i𝑡(𝐼−Δ)1/2 , 我们有下面的

定定定理理理 3.2.8. 设𝐺(𝑡) = 𝑒i𝑡(𝐼−Δ)1/2 , 𝜃 ∈ [0, 1], 若𝑛 > 3 − 𝜃, 则记2** =

2(𝑛 − 1 + 𝜃)/(𝑛 − 3 + 𝜃); 若𝑛 6 3 − 𝜃, 则记2** = ∞. 设2 6 𝑟, 𝑝 < 2**,

2𝜎(𝜃, ·) = (𝑛+ 1+ 𝜃)(1/2− 1/·), 2/𝛽(𝜃, ·) = (𝑛− 1 + 𝜃)(1/2− 1/·). 则下面的
估计成立:

‖𝐺(𝑡)𝜑‖
𝐿𝛽(𝜃,𝑝)(𝐼,𝐵

𝑠−𝜎(𝜃,𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝜑‖𝐻𝑠 , (3.2.30)

‖𝒜𝐺𝑓‖𝐿𝛽(𝜃,𝑝)(𝐼,𝐵
𝑠−𝜎(𝜃,𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝑓‖
𝐿𝛽(𝜃,𝑟)′ (𝐼,𝐵

𝑠+𝜎(𝜃,𝑟)

𝑟′,2 )
, (3.2.31)

其中𝐼 = (−𝑇, 𝑇 ) ⊂ R为任意区间, 𝒜𝐺 :=
∫︀ 𝑡
0 𝐺(𝑡 − 𝜏) · 𝑑𝜏 . 在(3.2.30),

(3.2.31)中, 将Besov空间替换为相应Bessel位势空间, 结论仍然成立.

对高阶半群, 若考虑光滑效应, 我们有下面的结果:

定定定理理理 3.2.9. 设𝑈𝑚(𝑡) = 𝑒i𝑡(−Δ)𝑚/2
, 𝑚 > 2, 2* 由(3.2.20)定义,

2

𝛾(·)
= 𝑛

(︂
1

2
− 1

·

)︂
, (3.2.32)

2𝜎(𝑚, ·) = 𝑛(2−𝑚)

(︂
1

2
− 1

·

)︂
. (3.2.33)

设2 6 𝑟, 𝑝 < 2*, 则下面的估计成立:

‖𝑈𝑚(𝑡)𝜑‖𝐿𝛾(𝑝)(𝐼,�̇�
𝑠−𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝜑‖�̇�𝑠 , (3.2.34)
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‖𝒜𝑈𝑚𝑓‖𝐿𝛾(𝑝)(𝐼,�̇�
𝑠−𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝑓‖
𝐿𝛾(𝑟)′ (𝐼,�̇�

𝑠+𝜎(𝑚,𝑟)

𝑟′,2 )
, (3.2.35)

其中𝐼 ⊂ R为任意区间, 𝒜𝑈𝑚 :=
∫︀ 𝑡
0 𝑈𝑚(𝑡− 𝜏) · 𝑑𝜏 . 在(3.2.34), (3.2.35)中, 将齐

次Besov空间替换为相应Riesz位势空间�̇�𝑠
𝜌 (𝜌 = 𝑟, 𝑝), 结论仍然成立.

证明.定理3.2.6–3.2.9的证明雷同, 我们只证明定理3.2.9. 由命题3.1.4,

‖𝑈𝑚(𝑡)𝑓‖�̇�−2𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝,2

. 𝑡−2/𝛾(𝑝)‖𝑓‖�̇�0
𝑝′,2
. (3.2.36)

令�̇� = �̇�0
𝑝,2, 𝛼 = −2𝜎(𝑚, 𝑝), 由引理3.2.2直接得到(3.2.34). 下面推导(3.2.35).

由引理3.2.1, 3.2.3, 3.2.4和注记3.2.5,

‖𝒜𝑈𝑚𝑓‖𝐿𝛾(𝑝)(𝐼,�̇�
𝑠−𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝑓‖
𝐿𝛾(𝑝)′ (𝐼,�̇�

𝑠+𝜎(𝑚,𝑝)

𝑝′,2 )
, (3.2.37)

‖𝒜𝑈𝑚𝑓‖𝐿∞(𝐼,�̇�𝑠) . ‖𝑓‖
𝐿𝛾(𝑝)′ (𝐼,�̇�

𝑠+𝜎(𝑚,𝑝)

𝑝′,2 )
, (3.2.38)

‖𝒜𝑈𝑚𝑓‖𝐿𝛾(𝑝)(𝐼,�̇�
𝑠−𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝑓‖𝐿1(𝐼,�̇�𝑠). (3.2.39)

情情情形形形I. 𝑝 ∈ [2, 𝑟]. 此时可以取到𝜃 ∈ [0, 1]使得1/𝑝 = (1− 𝜃)/2 + 𝜃/𝑟. 由此可以

推出

1

𝛾(𝑝)
=

𝜃

𝛾(𝑟)
+

1− 𝜃

∞
, 𝜎(𝑚, 𝑝) = 𝜃𝜎(𝑚, 𝑟) + (1− 𝜃)𝜎(𝑚, 2), (3.2.40)

故由凸性Hölder不等式和(3.2.37), (3.2.38),

‖𝒜𝑈𝑚𝑓‖𝐿𝛾(𝑝)(𝐼,�̇�
𝑠−𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝,2 )

6 ‖𝒜𝑈𝑚𝑓‖
1−𝜃
𝐿∞(𝐼,�̇�

𝑠−𝜎(𝑚,2)
2,2 )

‖𝒜𝑈𝑚𝑓‖
𝜃

𝐿𝛾(𝑟)(𝐼,�̇�
𝑠−𝜎(𝑚,𝑟)
𝑟,2 )

. ‖𝑓‖
𝐿𝛾(𝑟)′ (𝐼,�̇�

𝑠+𝜎(𝑚,𝑟)

𝑟′,2 )
. (3.2.41)

情情情形形形II. 𝑝 > 𝑟 > 2. 此时可以取到𝜃 ∈ (0, 1)使得1/𝑟′ = (1 − 𝜃)/2 + 𝜃/𝑝′. 由此

可以推出

1

𝛾(𝑟)′
=

𝜃

𝛾(𝑝)′
+

1− 𝜃

1
, 𝜎(𝑚, 𝑟) = 𝜃𝜎(𝑚, 𝑝) + (1− 𝜃)𝜎(𝑚, 2), (3.2.42)

由插值关系

(𝐿𝛾(𝑝)
′
(𝐼, �̇�

𝑠+𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝′,2 ), 𝐿1(𝐼, �̇�𝑠

2,2))[𝜃] = 𝐿𝛾(𝑟)
′
(𝐼, �̇�

𝑠+𝜎(𝑚,𝑟)
𝑟′,2 ) (3.2.43)

以及(3.2.37)和(3.2.39), 我们知道

𝒜𝑈𝑚 : 𝐿𝛾(𝑟)
′
(𝐼, �̇�

𝑠+𝜎(𝑚,𝑟)
𝑟′,2 ) → 𝐿𝛾(𝑝)(𝐼, �̇�

𝑠−𝜎(𝑚,𝑝)
𝑝,2 ) (3.2.44)

为有界线性算子. 定理3.2.9得证. �
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回忆在上一节的空时估计的推导, 出发点是基本估计(3.2.3), 在那里我们

始终假定了𝜃 ∈ (0, 1). 本节中我们考察𝜃 = 1的情况. 仍假设𝑈(𝑡)由(3.2.1)定义,

满足对任何2 < 𝑝 <∞, 存在𝛼(𝑝) ∈ R, 𝜃(𝑝) > 0使得

‖𝑈(𝑡)𝑓‖
𝐻

𝛼(𝑝)
𝑝
. 𝑡−𝜃(𝑝)‖𝑓‖𝑝′ , ∀ 2 6 𝑝 <∞. (3.3.1)

又设存在𝑝1 > 2 使得𝜃(𝑝1) > 1, 则存在某个𝑟 ∈ (2, 𝑝1)使得𝜃(𝑟) = 1 (原因见下

面的(3.3.21)), 即

‖𝑈(𝑡)𝑓‖
𝐻

𝛼(𝑟)
𝑟
. 𝑡−1‖𝑓‖𝑟′ . (3.3.2)

(3.3.2)被称为是端点的情况. 再回忆上节中𝜃 ∈ (0, 1)这一限制是我们在使

用Hardy-Littlewood-Sobolev (HLS)不等式时产生的,见(3.2.4)和(3.2.5). 当𝜃 =

1时, HLS不等式不成立, 故上一节的技巧对𝜃 = 1失效. 这也是我们称𝜃(𝑟) =

1为端点情况的原因. 但是, 我们断言, 若(3.3.2)发生, 上一节的空时估计仍然是

正确的. 我们有

‖𝑈(𝑡)𝜑‖𝐿2(𝐼,𝐵𝑠
𝑟,2)
. ‖𝜑‖𝐻𝑠−𝛼(𝑟)/2 . (3.3.3)

这一估计本质上是由Keel和Tao [73] 得到的2. 在[73]中, Keel和Tao巧妙地使用

了双线性算子插值和时间局部化的方法. 下面我们将不等式(3.3.3)的证明引向

双线性算子估计. 按照(3.2.6)的证明思路, 我们只要证⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑇

−𝑇
(𝑈(𝑡)𝜙,𝜓(𝑡))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
. ‖𝜙‖2‖𝜓‖𝐿2(𝐼,𝐵

−𝛼(𝑟)/2

𝑟′,2 )
. (3.3.4)

为了证明(3.3.4), 类似于(3.2.8)和(3.2.9), 只要证明下式即可:⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑇

−𝑇
𝑈(−𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦2
2

. ‖𝜓‖2
𝐿2(𝐼,𝐵

−𝛼(𝑟)/2

𝑟′,2 )
. (3.3.5)

考察(3.3.5)的左端, 可以写成内积的表示∫︁ 𝑇

−𝑇

∫︁ 𝑇

−𝑇

(︀
𝑈(−𝑠)𝜓(𝑠), 𝑈(−𝑡)𝜓(𝑡)

)︀
𝑑𝑠𝑑𝑡. (3.3.6)

按照(3.3.6), 可以很自然的引入下面的双线性算子:

ℒ(𝐹,𝐺) :=
∫︁∫︁

𝐷

(︀
𝑈(−𝑠)𝐹 (𝑠), 𝑈(−𝑡)𝐺(𝑡)

)︀
𝑑𝑠𝑑𝑡 (3.3.7)

2Keel和Tao未考虑𝛼(𝑟) ̸= 0 的情形, 我们这里给出的是一个修改过的证明.
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其中

𝐷 := {(𝑠, 𝑡) : 𝑠, 𝑡 ∈ [−𝑇, 𝑇 ], 𝑠 6 𝑡}. (3.3.8)

若能证明

|ℒ(𝐹,𝐺)| . ‖𝐹‖
𝐿2(𝐼,𝐵

−𝛼(𝑟)/2

𝑟′,2 )
‖𝐺‖

𝐿2(𝐼,𝐵
−𝛼(𝑟)/2

𝑟′,2 )
, (3.3.9)

且注意到𝑠, 𝑡在(3.3.5)中地位是一样的, 所以取𝐹 = 𝐺 = 𝜓, 由(3.3.9)可以推

出(3.3.3). 即端点的Strichartz估计也对.

现在问题已经转化成证明双线性估计(3.3.9). Keel和Tao的想法是将(3.3.7)

中的时间差(𝑡− 𝑠)按二进制分解的技巧加以局部化. 令

𝐷𝑗 := {(𝑠, 𝑡) ∈ 𝐷 : 𝑇2𝑗 < 𝑡− 𝑠 6 𝑇2𝑗+1}. (3.3.10)

易知𝐷 = ∪𝑗60𝐷𝑗 . 再记

ℒ𝑗(𝐹,𝐺) :=
∫︁∫︁

𝐷𝑗

(︀
𝑈(𝑡− 𝑠)𝐹 (𝑠), 𝐺(𝑡)

)︀
𝑑𝑠𝑑𝑡 (3.3.11)

从而, 只要证明∑︁
𝑗

|ℒ𝑗(𝐹,𝐺)| . ‖𝐹‖
𝐿2(𝐼,𝐵

−𝛼(𝑟)/2

𝑟′,2 )
‖𝐺‖

𝐿2(𝐼,𝐵
−𝛼(𝑟)/2

𝑟′,2 )
(3.3.12)

即可完成(3.3.3)的证明. 为此我们需要对ℒ𝑗(𝐹,𝐺)加以估计. 有下面的引理:

引引引理理理3.3.1. 设(3.3.1)和(3.3.2)满足, 𝑃 = (1/𝑟, 1/𝑟), 又设(1/𝑎, 1/𝑏) ∈
𝐵(𝑃, 𝜀), 𝜀 > 0为适当小的正数. 则有

|ℒ𝑗(𝐹,𝐺)| . (2𝑗𝑇 )−𝛽(𝑎,𝑏)‖𝐹‖
𝐿2(𝐼,𝐻

−𝛼(𝑎)/2

𝑎′ )
‖𝐺‖

𝐿2(𝐼,𝐻
−𝛼(𝑏)/2

𝑏′ )
, (3.3.13)

其中

𝛽(𝑎, 𝑏) =
1

2
(𝜃(𝑎) + 𝜃(𝑏))− 1. (3.3.14)

证明.不妨设𝐹,𝐺为关于时间的支集包含在[−𝑇, 𝑇 ]中的Schwartz函数. 我

们首先对下列三种情况证明(3.3.13);

(1) 𝑎 = 𝑏 = 𝑝 ∈ (2,∞);

(2) 2 6 𝑎 < 𝑟, 𝑏 = 2;
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(3) 𝑎 = 2, 2 6 𝑏 < 𝑟.

首先考虑(1)的情况. 使用Young和Hölder不等式,

|ℒ𝑗(𝐹,𝐺)| .
∫︁
𝐼

∫︁
𝑡−𝑠∼2𝑗𝑇

(𝑡− 𝑠)−𝜃(𝑝)‖𝐹 (𝑠)‖
𝐻

−𝛼(𝑝)/2

𝑝′
‖𝐺(𝑡)‖

𝐻
−𝛼(𝑝)/2

𝑝′
𝑑𝑠𝑑𝑡

. (2𝑗𝑇 )1−𝜃(𝑝)‖𝐹‖
𝐿2(𝐼,𝐻

−𝛼(𝑝)/2

𝑝′ )
‖𝐺‖

𝐿2(𝐼,𝐻
−𝛼(𝑝)/2

𝑝′ )
. (3.3.15)

即(3.3.13)在情形(1)下成立.

再看(2)的情况. 由Hölder不等式,

|ℒ𝑗(𝐹,𝐺)| .

⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁ ·−2𝑗𝑇

·−2𝑗+1𝑇
𝑈(· − 𝑠)𝐹 (𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2(𝐼,𝐿2)

‖𝐺‖𝐿2(𝐼, 𝐿2). (3.3.16)

使用(3.3.1)和Hölder不等式,⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁ ·−2𝑗𝑇

·−2𝑗+1𝑇
𝑈(· − 𝑠)𝐹 (𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2(𝐼,𝐿2)

.
∫︁
𝐼

∫︁ 𝑡−2𝑗𝑇

𝑡−2𝑗+1𝑇

∫︁ 𝑡−2𝑗𝑇

𝑡−2𝑗+1𝑇
|𝑠− 𝜎|−𝜃(𝑎)‖𝐹 (𝜎)‖

𝐻
−𝛼(𝑎)/2

𝑎′
‖𝐹 (𝑠)‖

𝐻
−𝛼(𝑎)/2

𝑎′
𝑑𝜎𝑑𝑠𝑑𝑡

.
∫︁
𝐼

∫︁ 2𝑗𝑇

0

∫︁ 2𝑗𝑇

0
|𝑠− 𝜎|−𝜃(𝑎)×

‖𝐹 (𝜎 + 𝑡− 2𝑗+1𝑇 )‖
𝐻

−𝛼(𝑎)/2

𝑎′
‖𝐹 (𝑠+ 𝑡− 2𝑗+1𝑇 )‖

𝐻
−𝛼(𝑎)/2

𝑎′
𝑑𝜎𝑑𝑠𝑑𝑡

. (2𝑗𝑇 )2−𝜃(𝑎)‖𝐹‖2
𝐿2(𝐼,𝐻

−𝛼(𝑎)/2

𝑎′ )
. (3.3.17)

故由(3.3.16)和(3.3.17),

|ℒ𝑗(𝐹,𝐺)| . (2𝑗𝑇 )1−𝜃(𝑎)/2‖𝐹‖
𝐿2(𝐼,𝐻

−𝛼(𝑎)/2

𝑎′ )
‖𝐺‖𝐿2(𝐼, 𝐿2). (3.3.18)

情形(3)与情形(2)的证明一样.

用Σ表示(1/𝑝, 1/𝑝) (𝑝 ≫ 1), (1/𝑟, 1/2), (1/2, 1/2) 和(1/2, 1/𝑟)所围成的

四边形开区域, 显然包含𝐵(𝑃, 𝜀). 下面我们证明在Σ内任取一点(1/𝑎, 1/𝑏),

(3.3.13)都成立. 事实上, 只需要考虑(1/𝑎, 1/𝑏)属于Σ沿对角线1/𝑎 = 1/𝑏的

上半部分区域的情况即可. 可以找到𝜂 ∈ (0, 1)和满足(1), (2)的(1/𝑝0, 1/𝑝0),

(1/𝑎0, 1/2)使得 (︂
1

𝑎
,
1

𝑏

)︂
= 𝜂

(︂
1

𝑝0
,
1

𝑝0

)︂
+ (1− 𝜂)

(︂
1

𝑎0
,
1

2

)︂
. (3.3.19)
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再注意到𝑈(𝑡)为𝐿2 → 𝐿2的一致有界半群, 即

‖𝑈(𝑡)𝜙‖2 = ‖𝜙‖2. (3.3.20)

也即𝜃(2) = 𝛼(2) = 0. 故(3.3.20)联合(3.3.1) 就可以看出, 若𝛼(𝑝0) ̸= 0, 则对任

何2 < 𝑎 < 𝑝0, 𝛼(𝑎) ̸= 0; 若𝛼(𝑝0) = 0, 则对任何2 < 𝑎 < 𝑝0, 𝛼(𝑎) = 0. 下面我

们只考虑𝛼(𝑝0) ̸= 0的情形. 易知

𝜃(𝑝)

𝜃(𝑞)
=
𝛼(𝑝)

𝛼(𝑞)
=

1/2− 1/𝑝

1/2− 1/𝑞
. (3.3.21)

(3.3.19)和(3.3.21)实际上蕴含了

(𝜃(𝑎), 𝜃(𝑏)) = 𝜂(𝜃(𝑝0), 𝜃(𝑝0)) + (1− 𝜂)(𝜃(𝑎0), 𝜃(2)), (3.3.22)

(𝛼(𝑎), 𝛼(𝑏)) = 𝜂(𝛼(𝑝0), 𝛼(𝑝0)) + (1− 𝜂)(𝛼(𝑎0), 𝛼(2)). (3.3.23)

从而, 标准的双线性复插值运算就证明了结论. �

下面我们还需要一个“卷积”形式的插值引理(见[11]):

引引引理理理3.3.2. 设

𝑇 :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴0 ×𝐵0 → 𝐶0,

𝐴0 ×𝐵1 → 𝐶1,

𝐴1 ×𝐵0 → 𝐶1

(3.3.24)

为有界双线性算子, 其中(𝐴0, 𝐴1), (𝐵0, 𝐵1), (𝐶0, 𝐶1) 为相容的Banach对3.

设0 < 𝜂, 𝜂𝑖 < 1, 1 6 𝑝, 𝑞 6∞满足𝜂 = 𝜂1 + 𝜂2, 1/𝑝+ 1/𝑞 > 1. 则有

𝑇 : (𝐴0, 𝐴1)𝜂0,𝑝 × (𝐵0, 𝐵1)𝜂1,𝑞 → (𝐶0, 𝐶1)𝜂,1 (3.3.25)

为有界线性算子.

定定定理理理 3.3.3. 设𝑈(𝑡), 𝒜由(3.2.1)定义, 满足(3.3.1)和(3.3.2). 设2 6 𝑝, 𝑞 6

𝑟. 则有

‖𝑈(𝑡)𝜑‖𝐿2/𝜃(𝑝)(𝐼,𝐵𝑠
𝑝,2)
. ‖𝜑‖𝐻𝑠−𝛼(𝑝)/2 , (3.3.26)

‖𝒜𝑓‖
𝐿2/𝜃(𝑝)(𝐼,𝐵

𝑠−𝛼(𝑝)/2
𝑝,2 )

. ‖𝑓‖
𝐿(2/𝜃(𝑞))′ (𝐼,�̇�

𝑠+𝛼(𝑞)

𝑞′,2 )
. (3.3.27)

3称(𝐴0, 𝐴1)为相容的Banach对, 即存在线性拓扑空间𝐴, 使得𝐴0, 𝐴1 ⊂ 𝐴.
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证明.现在我们可以应用引理3.3.1和3.3.2来证明结论(3.3.3)了. 在引

理3.3.2中取𝑝 = 𝑞 = 2, 𝜂 = 2/3, 𝜂0 = 𝜂1 = 1/3. 再取𝑎0 = 𝑏0, 𝑎1 = 𝑏1满

足

𝜃(𝑎0) = 1 + 𝜖, 𝜃(𝑎1) = 1− 2𝜖, (3.3.28)

其中𝜖 > 0适当小. 令

𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 = 𝐿2(𝐼, 𝐻
−𝛼(𝑎𝑖)/2
𝑎′𝑖

), 𝐶𝑖 = ℓ𝛽(𝑎0,𝑏𝑖)∞ , 𝑖 = 0, 1. (3.3.29)

由𝜃(𝑟) = 1, 结合(3.3.21)我们知道⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1/𝑟 = (1− 𝜂0)/𝑎0 + 𝜂0/𝑎1,

𝛼(𝑟) = (1− 𝜂0)𝛼(𝑎0) + 𝜂0𝛼(𝑎1),

𝛽(𝑎0, 𝑏1) = 𝛽(𝑎1, 𝑏0),

(1− 𝜂)𝛽(𝑎0, 𝑏0) + 𝜂𝛽(𝑎0, 𝑏1) = 0.

(3.3.30)

注意当𝛼(𝑝0) ̸= 0, 有𝛼(𝑎0) ̸= 𝛼(𝑎1), (3.3.30) 蕴含了

(𝐴0, 𝐴1)𝜂0,2 = (𝐵0, 𝐵1)𝜂1,2 = 𝐿2(𝐼, 𝐵
−𝛼(𝑟)/2
𝑟′,2 ), (𝐶0, 𝐶1)𝜂,1 = ℓ01. (3.3.31)

所以由引理3.3.2得到∑︁
𝑗

|ℒ𝑗(𝐹,𝐺)| . ‖𝐹‖
𝐿2(𝐼,𝐵

−𝛼(𝑟)/2

𝑟′,2 )
‖𝐺‖

𝐿2(𝐼,𝐵
−𝛼(𝑟)/2

𝑟′,2 )
(3.3.32)

我们强调, 上面(3.3.32)右端略去的常数与𝑇无关.

𝛼(𝑝0) = 0 时上面的插值空间有所变化, 读者可自行写出证明. 于

是(3.3.3)得证. (3.3.26)的其余情况上节已经证过了.

下面我们证明(3.3.27). 事实上, (3.3.32)隐含了

‖𝒜𝑓‖
𝐿2(𝐼,𝐵

𝛼(𝑟)/2
𝑟,2 )

. ‖𝑓‖
𝐿2(𝐼,𝐵

−𝛼(𝑟)/2

𝑟′,2 )
. (3.3.33)

用上一节一样的方法可以得到(见引理3.2.3, 3.2.4)

‖𝒜𝑓‖𝐿∞(𝐼,𝐿2) . ‖𝐺‖
𝐿2(𝐼,𝐵

−𝛼(𝑟)/2

𝑟′,2 )
, (3.3.34)

‖𝒜𝑓‖
𝐿2(𝐼,𝐵

𝛼(𝑟)/2
𝑟,2 )

. ‖𝑓‖𝐿1(𝐼,𝐿2). (3.3.35)

平行于定理3.2.9的证明, 我们即可得到结论(3.3.27). �
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注注注记记记3.3.4. 再一次强调, 定理3.3.3的结果不依赖于时间𝑇 > 0, 即“.”后

面隐藏的常数不依赖于𝑇 > 0. 所以, 我们可以采用标准的极限过程, 得到定

理3.3.3对𝐼 = R的情况也对.

注注注记记记3.3.5. 定理3.3.3中我们要求𝑟 <∞. 自然要问𝑟 = ∞如何? 注意这对

应着Schrödinger方程𝑛 = 2的情况, 和波动方程𝑛 = 3的情况. 我们的确有反例

说明这种情况下定理3.3.3不再成立, 但是对一类特殊的函数, 如径向函数, 结

论还是成立的, 见Tao [150].

推推推论论论3.3.6. 设𝑛 > 3, 𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡Δ, 2* = 2𝑛/(𝑛 − 2), 2 6 𝑟, 𝑝 6 2*,

2/𝛾(·) = 𝑛 (1/2− 1/·) . 则下面的估计成立:

‖𝑆(𝑡)𝜑‖𝐿𝛾(𝑝)(𝐼,�̇�𝑠
𝑝,2)
. ‖𝜑‖�̇�𝑠 , (3.3.36)⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝛾(𝑝)(𝐼,�̇�𝑠

𝑝,2)

. ‖𝑓‖𝐿𝛾(𝑟)′ (𝐼,�̇�𝑠
𝑟′,2)

, (3.3.37)

其中𝐼 = (−𝑇, 𝑇 ) ⊂ R为任意区间, 在(3.3.36), (3.2.39)中, 将齐次Besov空间替

换为相应Riesz位势空间�̇�𝑠
𝜌 (𝜌 = 𝑟, 𝑝), 结论仍然成立.

推推推论论论3.3.7. 设𝑊 (𝑡) = 𝑒i𝑡(−Δ)1/2 , 𝑛 > 3, 2** = 2(𝑛−1)/(𝑛−3), 2 6 𝑟, 𝑝 6

2**, 2𝜎(·) = (𝑛+ 1)(1/2− 1/·), 2/𝛽(·) = (𝑛− 1)(1/2− 1/·). 则下面的估计成
立:

‖𝑊 (𝑡)𝜑‖
𝐿𝛽(𝑝)(𝐼,�̇�

𝑠−𝜎(𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝜑‖�̇�𝑠 , (3.3.38)

‖𝒜𝑊 𝑓‖𝐿𝛽(𝑝)(𝐼,�̇�
𝑠−𝜎(𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝑓‖
𝐿𝛽(𝑟)′ (𝐼,�̇�

𝑠+𝜎(𝑟)

𝑟′,2 )
, (3.3.39)

其中𝐼 = (−𝑇, 𝑇 ) ⊂ R为任意区间, 𝒜𝑊 :=
∫︀ 𝑡
0 𝑊 (𝑡 − 𝜏) · 𝑑𝜏 . 在(3.3.38),

(3.3.39)中, 将齐次Besov空间替换为相应Riesz位势空间�̇�𝑠
𝜌 , 结论仍然成立.

推推推论论论3.3.8. 设𝐺(𝑡) = 𝑒i𝑡(𝐼−Δ)1/2 , 𝜃 ∈ [0, 1], 𝑛 > 3 − 𝜃, 2** = 2(𝑛 − 1 +

𝜃)/(𝑛 − 3 + 𝜃), 2 6 𝑟, 𝑝 6 2**, 2𝜎(𝜃, ·) = (𝑛 + 1 + 𝜃)(1/2 − 1/·), 2/𝛽(𝜃, ·) =

(𝑛− 1 + 𝜃)(1/2− 1/·). 则下面的估计成立:

‖𝐺(𝑡)𝜑‖
𝐿𝛽(𝜃,𝑝)(𝐼,𝐵

𝑠−𝜎(𝜃,𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝜑‖𝐻𝑠 , (3.3.40)

‖𝒜𝐺𝑓‖𝐿𝛽(𝜃,𝑝)(𝐼,𝐵
𝑠−𝜎(𝜃,𝑝)
𝑝,2 )

. ‖𝑓‖
𝐿𝛽(𝜃,𝑟)′ (𝐼,𝐵

𝑠+𝜎(𝜃,𝑟)

𝑟′,2 )
, (3.3.41)

其中𝐼 = (−𝑇, 𝑇 ) ⊂ R为任意区间, 𝒜𝐺 :=
∫︀ 𝑡
0 𝐺(𝑡 − 𝜏) · 𝑑𝜏 . 在(3.3.40),

(3.3.41)中, 将Besov空间替换为相应Bessel位势空间, 结论仍然成立.
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寻求非线性发展方程解的局部、整体适定性, 需要我们在解与生存空间中

寻找一种平衡, 弱解、广义解生存的空间范围太大而难以得到唯一性; 光滑解

依赖的空间又太小, 生存成了问题. 寻求解与空间的平衡, 又与方程自身的结

构、算子、半群有千丝万缕的联系. 这也正是非线性发展方程的困难和魅力所

在.

S4.1 为为为什什什么么么要要要用用用Strichartz估估估计计计

解非线性色散波方程,基于半群理论发展起来的空间-时间估计(Strichartz估

计)方法在某种程度上实现了解与空间的平衡. 比如,我们针对非线性Schrödinger

(NLS)方程加以简要说明. 考虑

i𝑢𝑡 +Δ𝑢 = 𝑓(𝑢), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), (4.1.1)

其中i =
√
−1, 𝑓(𝑢) = |𝑢|𝛼𝑢 Δ =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜕

2
𝑥𝑖 , 𝑢(𝑡, 𝑥) 为(𝑡, 𝑥) ∈ R× R𝑛的复函数,

𝑢0表示𝑢在时间𝑡 = 0处的初始函数, 𝛼 > 0. 由方程的自身结构, 我们容易推

出(4.1.1)的解在形式上满足下面的守恒律

‖𝑢(𝑡)‖22 = ‖𝑢0‖22, 𝐸(𝑢(𝑡)) = 𝐸(𝑢0), (4.1.2)

其中

𝐸(𝑢(𝑡)) =
1

2
‖∇𝑢(𝑡)‖22 +

2

2 + 𝛼
‖𝑢(𝑡)‖2+𝛼2+𝛼. (4.1.3)

按照上面的守恒律, 我们很自然要关心解在𝐻1(R𝑛)中的适定性, 尤其是整体适

定性.

对任何𝛼 > 0, 使用紧性方法, 或者抛物正则化方法很容易得到(4.1.1)的弱

解的存在性, 但是弱解的唯一性、对初值的连续依赖性以及关于时间的强连续

性难以用紧性方法得到；见[106].

因为𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡Δ : 𝐿2 → 𝐿2, 自然的想法是用𝑆(𝑡) : 𝐿2 → 𝐿2这一性质

在𝐻𝑘(𝑘 = 0, 1, 2, ...)中解非线性Schrödinger方程. 按照这种解法, 由半群的标

准理论, 得到的解的唯一性, 解对初值的连续依赖性以及关于时间的强连续性

是很容易得到的. 但是, 这一解法限制较多. 比如我们考虑(4.1.1)等价的积分

方程:

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 − i

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝑢(𝜏))𝑑𝜏, (4.1.4)

73
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使用‖𝑆(𝑡)𝑓‖2 = ‖𝑓‖2, 有

‖𝑢(𝑡)‖2 6 ‖𝑆(𝑡)𝑢0‖2 +
∫︁ 𝑡

0
‖𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝑢(𝜏))‖2𝑑𝜏

= ‖𝑢0‖2 +
∫︁ 𝑡

0
‖𝑓(𝑢(𝜏))‖2𝑑𝜏. (4.1.5)

如果只假设解在𝐶(0, 𝑇 ;𝐿2)空间, 处理非线性项的估计需要限制条件

|𝑓(𝑢)| 6 𝐶|𝑢|,

在此条件下, 我们可以推出

‖𝑢‖𝐶(0,𝑇 ;𝐿2) . ‖𝑢0‖+ 𝑇‖𝑢‖𝐶(0,𝑇 ;𝐿2). (4.1.6)

由此可以选取适当小的𝑇 > 0, 构造压缩影射, 证明积分方程有唯一解𝑢 ∈
𝐶(0, 𝑇 ;𝐿2).

条件|𝑓(𝑢)| 6 𝐶|𝑢|对非线性函数而言是非常苛刻的, 它不包含最有物理背

景的幂函数这样的非线性项.

类似地, 比如𝑛 = 1时, 可以在𝐶(0, 𝑇 ;𝐻1)空间中解非线性Schrödinger方

程(和上面的不同是需要使用Sobolev嵌入𝐻1 ⊂ 𝐿∞), 条件为

|𝑓 ′(𝑢)| 6 𝐶|𝑢|𝛼, 0 < 𝛼 <∞.

事实上(不妨设𝑓(0) = 0), 对𝑘 = 0, 1,

‖∇𝑘𝑢(𝑡)‖2 6 ‖𝑆(𝑡)∇𝑢0‖2 +
∫︁ 𝑡

0
‖𝑆(𝑡− 𝜏)∇𝑘𝑓(𝑢(𝜏))‖2𝑑𝜏

. ‖∇𝑘𝑢0‖2 +
∫︁ 𝑡

0
‖|𝑢|𝛼∇𝑘𝑢‖2𝑑𝜏.

. ‖∇𝑘𝑢0‖2 +
∫︁ 𝑡

0
‖𝑢‖𝛼∞‖∇𝑘𝑢‖2𝑑𝜏. (4.1.7)

进一步

‖∇𝑘𝑢‖𝐶(0,𝑇 ;𝐿2) . ‖∇𝑘𝑢0‖2 + 𝑇‖∇𝑘𝑢‖𝛼+1
𝐶(0,𝑇 ;𝐿2)

. (4.1.8)

从而可以得到解在𝐶(0, 𝑇 ;𝐻1)中的适定性.

这种想法可以推广到在𝐶(0, 𝑇 ;𝐻𝑠) (𝑠 > 𝑛/2)空间中解NLS方程, 条件为

|𝑓 (𝑘)(𝑢)| 6 𝐶|𝑢|𝛼+1−𝑘, [𝑛/2] < 𝛼 <∞, 𝑘 = 0, 1, ..., [𝑛/2] + 1.
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其中𝑠 > 𝑛/2 是本质的限制, 它保证了𝐻𝑠 ⊂ 𝐿∞.

按照上面的想法, 当𝑛 > 2, 我们不能在𝐻1中解NLS方程, 从而能量守恒律

也无法使用, 无法延拓成整体解.

所以, 我们面临的困难是, 当𝑛 > 2,怎样在能量空间中解NLS方程.

Strichartz估计部分克服了这样的困难. 用上一章得到的空时估计, 我们就

可以获得𝛼 < 2* − 2 (2*的定义见(3.2.20))时(4.1.1) 的𝐻1-解的整体适定性; 这

是由Kato [72] 得到的. 当𝛼 = 2* − 2, 基于空时估计方法和进一步使用物理空

间局部化方法, Bourgain [12]在1999年首先对径向初值得到当𝑛 = 3, 4时的整

体适定性, Tao 等[31] 发展了Bourgain的局部化技术, 去掉了径向初始值这一

假设, 得到𝑛 = 3时的整体适定性. 高维情形由Tao的学生Visan 所解决.

当𝛼 > 2* − 2, 整体解的适定性仍然是尚未解决的问题, 使用目前现有的

方法, 似乎很难解决这一问题.

S4.2 Besov 空空空间间间中中中的的的非非非线线线性性性映映映象象象估估估计计计

如果我们只考虑非线性色散波方程局部解和小初值的整体解的适定性,

在应用半群结构建立了空时估计之后, 关键技术将是选择适当的空间类做非

线性项的估计. 方程自身的守恒结构在这一部分内容中不是必要的. 在本节

中, 我们主要建立在Besov 空间中的一个非线性映象估计. 在Besov 空间中估

计非线性项, 最早可以追溯到Pecher [130], Brenner [18], Ginibre和Velo [43]

等. 关于Schrödinger方程的一个较为一般的估计可以在Cazenave和Weissler

[22]中找到, 其中的技巧是用Besov空间上的差分表示的等价范数. 随后作

者[166, 168]得到关于非线性Klein-Gordon方程的非线性项的估计, 其中采用

了我们更熟悉的微分—一次差分表示的等价范数. 本节我们将叙述并证明作

者[172] 中得到的一个一般的估计, 它涵盖了(高阶)非线性Schrödinger、Klein-

Gordon方程的非线性项的估计, 也包含了正则性估计. 用上一章的空时估计和

本节的非线性估计, 我们就可以得到局部解和小初值整体解的适定性.

Besov 空间上的非线性估计依赖于Hölder 不等式的两个变形, 一是

凸性Hölder 不等式(见命题1.6.5), 另一个是含有嵌入的变形Hölder 不等

式(见S1.7). 我们知道

𝐷𝛼𝑓(𝑢) =

|𝛼|∑︁
𝑞=1

𝑓 (𝑞)(𝑢)
∑︁
Λ𝑞
𝛼

𝑞∏︁
𝑖=1

𝐷𝛼𝑖𝑢, (4.2.1)
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其中Λ𝑞𝛼 =
(︁
𝛼1 + · · ·+ 𝛼𝑞 = 𝛼, |𝛼𝑞| > · · · > |𝛼1| > 1

)︁
. 又设𝑓(𝑢) 满足

|𝑓 (𝑘)(𝑢)| 6 𝐶|𝑢|𝑝+1−𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., |𝛼|, (4.2.2)

再注意到1

𝑁∏︁
𝑖=1

𝑎𝑖 −
𝑁∏︁
𝑖=1

𝑏𝑖 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑖−1∏︁
𝑗=1

𝑎𝑗

𝑁∏︁
𝑗=𝑖+1

𝑏𝑗(𝑎𝑖 − 𝑏𝑗),

则对任何1 6 𝑟′ <∞, |𝛼| > 1, 我们有

‖ Mℎ 𝐷𝛼𝑓(𝑢)‖𝐿𝑟′

.
|𝛼|∑︁
𝑞=1

∑︁
Λ𝑞
𝛼

{︁⃦⃦⃦
(|𝑢ℎ|𝑝−𝑞 + |𝑢|𝑝−𝑞)|𝑢ℎ − 𝑢|

𝑞∏︁
𝑖=1

𝐷𝛼𝑖𝑢
⃦⃦⃦
𝐿𝑟′

+

𝑞∑︁
𝑖=1

⃦⃦⃦
|𝑢ℎ|𝑝+1−𝑞

𝑖−1∏︁
𝑗=1

𝐷𝛼𝑗𝑢ℎ

𝑞∏︁
𝑗=𝑖+1

𝐷𝛼𝑗𝑢𝐷𝛼𝑖(𝑢ℎ − 𝑢)
⃦⃦⃦
𝐿𝑟′

}︁

:=

|𝛼|∑︁
𝑞=1

∑︁
Λ𝑞
𝛼

(︁
‖𝐼𝑞‖𝐿𝑟′ +

𝑞∑︁
𝑖=1

‖𝐼𝐼𝑖𝑞‖𝐿𝑟′

)︁
, (4.2.3)

引引引理理理4.2.1. 设2 6 𝑟 < ∞, 0 6 𝛿 6 𝑠0 ∧ 𝑠 < ∞. 假定𝑓 ∈ 𝐶{𝑠−𝛿} 满足下

面的条件:

|𝑓 (𝑘)(𝑢)| . |𝑢|𝑝+1−𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., {𝑠− 𝛿}, {𝑠− 𝛿} 6 𝑝+ 1. (4.2.4)

其中规定, 若𝑎不为整数, {𝑎} = 1 + [𝑎]; 若𝑎为整数, {𝑎} = 𝑎. 进一步假设

𝑝
(︁1
𝑟
− 𝑠0
𝑛

)︁
+

1

𝑟
− 𝛿

𝑛
=

1

𝑟′
,

1

𝑟
− 𝑠0
𝑛
> 0. (4.2.5)

当𝑠− 𝛿 /∈ N, 我们有

‖𝑓(𝑢)‖�̇�𝑠−𝛿
𝑟′,2
. ‖𝑢‖𝑝

�̇�
𝑠0
𝑟,2

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑟,2
. (4.2.6)

当𝑠− 𝛿 ∈ N, 用Riesz位势空间取代相应的齐次Besov空间, (4.2.6)仍然成立.

证明.当𝑠− 𝛿 < 1, 证明是非常简单的, 我们略去详细证明. 下面我们只考

虑𝑠− 𝛿 > 1的情形. 不妨假设𝑠− 𝛿 /∈ N. 按齐次Besov空间等价范数的定义,

‖𝑓(𝑢)‖�̇�𝑠−𝛿
𝑟′,2

=
(︁∫︁ ∞

0
𝑡−2𝑣

∑︁
|𝛼|=[𝑠−𝛿]

sup
|ℎ|6𝑡

‖ Mℎ 𝐷𝛼𝑓(𝑢)‖2
𝐿𝑟′

𝑑𝑡

𝑡

)︁1/2
, (4.2.7)

1规定
∏︀0

𝑗=1 𝑎𝑗 =
∏︀𝑁

𝑗=𝑁+1 𝑏𝑗 = 0.
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其中𝑣 = 𝑠− 𝛿 − [𝑠− 𝛿]. 由(4.2.4)我们知道‖ Mℎ 𝐷𝛼𝑓(𝑢)‖𝐿𝑟′有估计(4.2.3).

第第第一一一步步步. 我们估计

𝐴𝑞 :=

(︃∫︁ ∞

0
𝑡−2𝑣 sup

|ℎ|6𝑡
‖𝐼𝑞‖2𝐿𝑟′

𝑑𝑡

𝑡

)︃1/2

. (4.2.8)

在(4.2.4)中我们考虑‖𝐼𝑞‖𝐿𝑟′的估计. 令

𝑎0 = (𝑝− 𝑞)
(︁1
𝑟
− 𝑠0
𝑛

)︁
, 𝑎′0 =

1

𝑟
− 𝑠0 + 𝛽0 − 𝑣

𝑛
,

𝑎𝑖 =
1

𝑟
− 𝑠0 + 𝛽𝑖 − |𝛼𝑖|

𝑛
, 𝑖 = 1, · · · , 𝑞,

其中𝛽𝑖将在下面选定.

如果𝑠 6 𝑠0 + 1, 则我们取𝛽0 = 𝛽1 = · · · = 𝛽𝑞−1 = 0 和𝛽𝑞 = 𝑠 − 𝑠0.

因为𝑠 − 𝛿 > 1, 我们知道𝑣 = 𝑠 − 𝛿 − [𝑠 − 𝛿] 6 𝑠 − 𝛿 − 1 6 𝑠0, 故𝑎
′
0 > 0.

由𝑠 − |𝛼𝑞| 6 𝑠0, 我们得到𝑎𝑞 > 1/𝑟 − 𝑠0/𝑛 > 0. 如果𝑞 > 2, 那么|𝛼𝑖| 6 𝑠0

对𝑖 = 1, · · · , 𝑞 − 1 都成立. 若不然, 则有|𝛼𝑞| + |𝛼𝑞−1| > 𝑠0 + 1 > 𝑠, 这不可

能. 于是, 我们有𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑞. 注意到𝑎′0 +
∑︀𝑞

𝑖=0 𝑎𝑖 = 1/𝑟′, 结合变形

的Hölder 不等式, 便有

‖𝐼𝑞‖𝐿𝑟′ 6 𝐶‖𝑢‖𝑝−1

�̇�
𝑠0
𝑟,2

‖𝑢ℎ − 𝑢‖
𝐿1/𝑎′0

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑟,2
. (4.2.9)

因此,

𝐴𝑞 6 𝐶‖𝑢‖𝑝−1

�̇�
𝑠0
𝑟,2

‖𝑢‖�̇�𝑣
1/𝑎′0,2

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑟,2
6 𝐶‖𝑢‖𝑝

�̇�
𝑠0
𝑟,2

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑟,2
. (4.2.10)

下面, 我们考虑𝑠 > 𝑠0 +1 的情形. 我们将选取适当的𝛽𝑖 (𝑖 = 0, 1, ..., 𝑞) 满

足下面的四个条件:

(a) 0 6 𝛽0 6 𝑣, 0 6 𝛽𝑖 6 |𝛼𝑖|, 𝑖 = 1, · · · , 𝑞,

(b) 𝑠0 + 𝛽0 > 𝑣, 𝑠0 + 𝛽𝑖 > |𝛼𝑖|, 𝑖 = 1, · · · , 𝑞,

(c)
∑︀𝑞

𝑖=0 𝛽𝑖 = 𝑠− 𝑠0,

(d) 𝑠0 + 𝛽𝑖 6 𝑠, 𝑖 = 0, · · · , 𝑞.

注意条件(a)和(c)可以推出(d),所以,只需要找到𝛽0, · · · , 𝛽𝑞 满足(a)–(c)即

可.

若𝑞 = 1,则我们令𝛽0 = 𝑣, 𝛽1 = 𝑠−𝑠0−𝑣. 由于𝛿 6 𝑠0,故我们有𝛽1 6 [𝑠−𝛿]
and 𝑠0 + 𝛽1 > [𝑠− 𝛿]. 所以, 条件(a)–(c)得到满足.
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接下来我们还需要考虑𝑞 > 2的情形. 再把这种情况分成下面三种情况:

首先, 我们考察|𝛼𝑞| > 𝑠 − 𝑠0 − 𝑣 的情形. 设𝛽0 = 𝑣, 𝛽1 = · · · = 𝛽𝑞−1 = 0

和𝛽𝑞 = 𝑠− 𝑠0− 𝑣. 显然, 条件(a)和(c)成立. 另外, 我们容易看到𝑠0+ 𝛽𝑞 > |𝛼𝑞|,
𝑠0 + 𝛽0 > 𝑣. 如果|𝛼𝑞−1| > 𝑠0, 那么|𝛼𝑞| + |𝛼𝑞−1| > 𝑠 − 𝑣 > [𝑠 − 𝛿], 此为矛盾.

于是我们有𝑠0 + 𝛽𝑞−1 > |𝛼𝑞−1|, 这蕴涵条件(b)也对.

下面, 我们考察𝑠0 6 |𝛼𝑞| < 𝑠 − 𝑠0 − 𝑣 的情形. 置𝛽0 = 𝑣, 𝛽𝑖 = |𝛼𝑖| for
𝑖 = 1, · · · , 𝑞−1和𝛽𝑞 = |𝛼𝑞|+𝛿−𝑠0. 直接计算我们就可以得到

∑︀𝑞
𝑖=0 𝛽𝑖 = 𝑠−𝑠0.

由𝛿 6 𝑠0 and |𝛼𝑞| > 𝑠0 易见0 6 𝛽𝑞 6 |𝛼𝑞|, 这导致条件(a)成立. 注意

到𝑠0 + 𝛽𝑞 = |𝛼𝑞|+ 𝛿, 我们也容易得到条件(b)成立.

只要再考察|𝛼𝑞| 6 (𝑠 − 𝑠0 − 𝑣) ∧ 𝑠0的情况就可以完成𝑞 > 2的情形的讨

论. 在这种情形下, 我们容易验证
∑︀𝑞

𝑖=1 |𝛼𝑖| = [𝑠− 𝛿] = 𝑠− 𝛿 − 𝑣 > 𝑠− 𝑠0 − 𝑣.

从而, 我们可以取到𝛽𝑖 ∈ [0, |𝛼𝑖|] (𝑖 = 1, · · · , 𝑞) 满足
∑︀𝑞

𝑖=1 𝛽𝑖 = 𝑠 − 𝑠0 − 𝑣. 再

令𝛽0 = 𝑣. 显然, 条件(a) 和(c)成立. 又从|𝛼𝑖| 6 |𝛼𝑞| 6 𝑠0可以得到条件(b)也

对.

从而, 我们找到了𝛽0, · · · , 𝛽𝑞满足条件(a)–(d). 我们有,

𝑎′0 +

𝑞∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖 = 𝑝
(︁1
𝑟
− 𝑠0
𝑛

)︁
+

1

𝑟
−
𝑠0 + 𝛽0 − 𝑣 +

∑︀𝑞
𝑖=1(𝛽𝑖 − |𝛼𝑖|)

𝑛

= 𝑝
(︁1
𝑟
− 𝑠0
𝑛

)︁
+

1

𝑟
− 𝛿

𝑛
=

1

𝑟′
.

使用变形Hölder不等式,

‖𝐼𝑞‖𝐿𝑟′ 6 𝐶‖𝑢‖𝑝−𝑞
�̇�

𝑠0
𝑟,2

‖𝑢ℎ − 𝑢‖
𝐿1/𝑎′0

𝑞∏︁
𝑖=1

‖𝑢‖
�̇�

𝑠0+𝛽𝑖
𝑟,2

. (4.2.11)

由(4.2.11)得到

𝐴𝑞 6 𝐶‖𝑢‖𝑝−𝑞�̇�
𝑠0
𝑟,2

‖𝑢‖�̇�𝑣
1/𝑎′0,2

𝑞∏︁
𝑖=1

‖𝑢‖
�̇�

𝑠0+𝛽𝑖
𝑟,2

6 𝐶‖𝑢‖𝑝−𝑞
�̇�

𝑠0
𝑟,2

𝑞∏︁
𝑖=0

‖𝑢‖
�̇�

𝑠0+𝛽𝑖
𝑟,2

. (4.2.12)

我们可以选取𝜃𝑖 (𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑞)满足𝑠0+𝛽𝑖 = 𝜃𝑖𝑠0+(1−𝜃𝑖)𝑠. 易见0 6 𝜃𝑖 6 1,∑︀𝑞
𝑖=0 𝜃𝑖 = 𝑞 且

∑︀𝑞
𝑖=0(1− 𝜃𝑖) = 1. 使用凸的Hölder不等式, 有

𝑞∏︁
𝑖=1

‖𝑢‖
�̇�

𝑠0+𝛽𝑖
𝑟,2

6 𝐶‖𝑢‖𝑞
�̇�

𝑠0
𝑟,2

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑟,2
. (4.2.13)
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综上, 我们获得了𝐴𝑞的估计.

第第第二二二步步步. 我们估计

𝐵𝑞 :=

𝑞∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖
𝑞 :=

𝑞∑︁
𝑖=1

(︃∫︁ ∞

0
𝑡−2𝑣 sup

|ℎ|6𝑡
‖𝐼𝐼𝑖𝑞‖2𝐿𝑟′

𝑑𝑡

𝑡

)︃1/2

. (4.2.14)

𝐵𝑞 的估计与𝐴𝑞 是类似的, 我们仅给出一个证明梗概.

(I) 我们考虑情形𝑠 6 𝑠0 + 1. I若𝑞 = 1, 𝐵𝑞 的估计是平凡的, 从略. 下面考

虑𝐵𝑖
𝑞, 𝑖 ̸= 𝑞, 𝑞 > 2的估计. 置

𝑎0 = (𝑝+ 1− 𝑞)
(︁1
𝑟
− 𝑠0
𝑛

)︁
,

𝑎𝑗 =
1

𝑟
− 𝑠0 − |𝛼𝑗 |

𝑛
, 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 = 1, · · · , 𝑞 − 1,

𝑎𝑖 =
1

𝑟
− 𝑠0 − 𝑣 − |𝛼𝑖|

𝑛
, 𝑎𝑞 =

1

𝑟
− 𝑠− |𝛼𝑞|

𝑛
.

易知𝑠0 > 𝑣 + |𝛼𝑗 |. 若不然, 则有𝑠 − 𝛿 > |𝛼𝑞| + |𝛼𝑗 | + 𝑣 > 𝑠0 + 1 > 𝑠, 这不可

能. 于是, 𝑎𝑗 > 0, 𝑗 = 1, · · · , 𝑞 − 1. 又由𝑠 6 𝑠0 + 1 知𝑎𝑞 > 0. 使用变形Hölder

不等式, 我们得到‖𝐼𝐼𝑖𝑞‖𝐿𝑟′ 的估计, 于是得到𝐵𝑖
𝑞, 𝑖 ̸= 𝑞 的估计. 又令

𝑎0 = (𝑝+ 1− 𝑞)
(︁1
𝑟
− 𝑠0
𝑛

)︁
, 𝑎𝑗 =

1

𝑟
− 𝑠0 − |𝛼𝑗 |

𝑛
, 𝑗 = 1, · · · , 𝑞 − 1,

𝑎𝑞 =
1

𝑟
− 𝑠0 − 𝑣 − |𝛼𝑞|

𝑛
,

我们可以估计出𝐵𝑞
𝑞 .

(II) 考虑情形𝑠 > 𝑠0 + 1. 设

𝑎0 = (𝑝+ 1− 𝑞)
(︁1
𝑟
− 𝑠0
𝑛

)︁
, 𝑎𝑗 =

1

𝑟
− 𝑠0 + 𝛽𝑗 − |𝛼𝑗 |

𝑛
, 𝑗 = 1, · · · , 𝑞,

其中𝛽1, · · · , 𝛽𝑞 的选取与第一步一样. 从而

(𝑎) 0 6 𝛽𝑖 6 |𝛼𝑖|; (𝑏) 𝑠0 + 𝛽𝑖 > |𝛼𝑖|; (𝑐)

𝑞∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗 = 𝑠− 𝑠0 − 𝑣.

使用变形Hölder不等式,

𝐵𝑖
𝑞 6 𝐶‖𝑢‖

𝑝+1−𝑞
�̇�

𝑠0
𝑟,2

(︁∏︁
𝑗 ̸=𝑖

‖𝑢‖
�̇�

𝑠0+𝛽𝑗
𝑟,2

)︁
‖𝑢‖

�̇�
𝑠0+𝛽𝑖+𝑣
𝑟,2

. (4.2.15)
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因为𝑠0 + 𝛽𝑗 + 𝑣 6 𝑠, 1 6 𝑗 6 𝑞. 我们断定存在𝜃𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑞) 满足

𝑠0 + 𝛽𝑗 = 𝜃𝑗𝑠0 + (1− 𝜃𝑗)𝑠, 𝑗 ̸= 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑞

𝑠0 + 𝛽𝑖 + 𝑣 = 𝜃𝑖𝑠0 + (1− 𝜃𝑖)𝑠.

由于
∑︀𝑞

𝑖=1 𝜃𝑖 = 𝑞 − 1,
∑︀𝑞

𝑖=1(1 − 𝜃𝑖) = 1, 使用凸性Hölder 不等式我们得到𝐵𝑖
𝑞,

𝑖 = 1, · · · , 𝑞 的估计. 引理的证明结束. �

注注注记记记4.2.2. (i) 若𝛿 = 𝑠0 = 0, 且𝑠 > 0, 那么我们可以将(4.2.6) 稍稍加强

为,

‖𝑓(𝑢)‖�̇�𝑠
𝑟′,2
6 𝐶‖𝑢‖𝑝𝐿𝑟‖𝑢‖�̇�𝑠

𝑟,2
. (4.2.16)

(ii) 引理4.2.1 包含了NLS、NLKG 方程的非线性项的估计(见[12, 22, 28,

116, 131, 168, 169]), 回忆Cazenave 和Weissler [22] 考虑了情形𝛿 = 0, 𝑠0 = 𝑠;

作者[168, 169]考虑了NLKG方程的情形.

(iii) 若非线性项具有指数增长形式, 如sinh𝑢, (𝑒|𝑢|
2 − 1)𝑢, 这种情形下的

非线性估计不包括在引理4.2.1中, 可参见Nakamura 和Ozawa [116], 作者[171].

S4.3 𝐻𝑠-临临临界界界和和和次次次临临临界界界的的的NLS方方方程程程

S4.3.1 �̇�𝑠-临临临界界界空空空间间间

我们还是以NLS方程为例展开讨论, 考虑下面的NLS方程的初值问题:

i𝑢𝑡 +Δ𝑢 = 𝑓(𝑢), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), (4.3.1)

比如设𝑓(𝑢) = 𝑐|𝑢|𝜎𝑢. 如果𝑢是(4.3.1)的解, 则𝑢𝜆(𝑡, 𝑥) = 𝜆2/𝜎𝑢(𝜆2𝑡, 𝜆𝑥) 也

是(4.3.1)以𝜆2/𝜎𝑢0(𝜆·)为初值的解. 考虑

‖𝑢𝜆‖�̇�𝑠(R𝑛) = 𝜆2/𝜎+𝑠−𝑛/2‖𝑢‖�̇�𝑠(R𝑛).

这导致𝜎 = 4/(𝑛 − 2𝑠) 是使得对所有的𝜆 > 0, 𝑢𝜆保持�̇�
𝑠范数不变的空间. 从

这种角度上说, 当𝜎 > 0, 我们称𝜎 = 4/(𝑛− 2𝑠)为NLS方程在�̇�𝑠(𝐻𝑠)中的临界

增长阶. 当𝑠 = 𝑛/2− 2/𝜎, �̇�𝑠(𝐻𝑠)称为NLS方程的临界空间.

对应于临界的情况, 当𝑠 < 𝑛/2, 我们称𝜎 < 4/(𝑛− 2𝑠)为NLS方程在𝐻𝑠中

的次临界增长阶; 当𝑠 > 𝑛/2, 我们称𝜎 < ∞为NLS方程在𝐻𝑠中的次临界增长

阶. 我们称𝜎 > 4/(𝑛− 2𝑠)为NLS方程在𝐻𝑠中的超临界增长阶.
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S4.3.2 𝐻𝑠中中中的的的适适适定定定性性性

考虑(4.3.1)等价的积分方程:

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 − i

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝑢(𝜏))𝑑𝜏, (4.3.2)

其中𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡Δ. 按照第二章第二节得到的空时估计, 我们在选取空间

框架时, 若只要求初值属于𝐻𝑠, 那么(3.2.22) 反馈给我们的工作空间应当

是𝐿𝛾(𝑝)(𝐼,𝐵𝑠
𝑝,2)这种类型的空间. 下面我们按照这种思路寻求NLS方程解

在𝐻𝑠的适定性. 如果我们只关心局部适定性和小初值整体适定性, NLS方程自

身的质量和能量守恒结构在这里不是必要的. 先引入非线性项的增长条件:

|𝑓 (𝑘)(𝑢)| 6 𝐶|𝑢|𝜎+1−𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., [𝑠] + 1, (4.3.3)

其中0 6 𝑠 < 𝑛/2, [𝑠]表示𝑠的整数部分, 0 < 𝜎 6 4/(𝑛 − 2𝑠). 下面我们叙述本

节的主要结论:

定定定理理理 4.3.1. 设0 6 𝑠 < 𝑛/2, 0 < 𝜎 < 4/(𝑛− 2𝑠). 假定𝑓 ∈ 𝐶 [𝑠]+1 满足条

件(4.3.3), [𝑠] 6 𝜎. 若𝑢0 ∈ 𝐻𝑠, 则存在𝑇 * := 𝑇 *(‖𝑢0‖𝐻𝑠) > 0 使得(4.3.2)有唯

一解

𝑢 ∈ 𝐿
𝛾(𝑟)
loc ([0, 𝑇 *);𝐵𝑠

𝑟,2), (4.3.4)

其中

𝑟 =
𝑛(2 + 𝜎)

𝑛+ 𝑠𝜎
(4.3.5)

进一步, 对任何2 6 𝑝 6 2* (𝑝 ̸= ∞), 有

𝑢 ∈ 𝐿
𝛾(𝑝)
loc ([0, 𝑇 *);𝐵𝑠

𝑝,2), (4.3.6)

且若𝑇 * <∞, 则有

‖𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)([0,𝑇 *);𝐵𝑠
𝑟,2)

= ∞, (4.3.7)

‖𝑢(𝑡)‖𝐻𝑠 & (𝑇 * − 𝑡)1−𝜎(𝑛−2𝑠)/4, 0 < 𝑡 < 𝑇 *. (4.3.8)

定理4.3.1得到𝐻𝑠解的局部适定性结果, 其中要求𝜎为𝐻𝑠次临界增长阶. 如

果𝜎为𝐻𝑠临界增长阶, 我们可以得到小初值意义下的整体存在性, 详细如下:
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定定定理理理 4.3.2. 设0 6 𝑠 < 𝑛/2, 𝜎 = 4/(𝑛 − 2𝑠). 假定𝑓 ∈ 𝐶 [𝑠]+1 满足条

件(4.3.3), [𝑠] 6 𝜎. 若𝑢0 ∈ 𝐻𝑠, 则存在𝑇 * := 𝑇 *(𝑢0) > 0 使得(4.3.2)有唯一解𝑢

满足(4.3.4), 其中𝑟和定理4.3.1相同: 𝑟 = 𝑛(2+ 𝜎)/(𝑛+ 𝑠𝜎), 𝛾(𝑟) = 2+ 𝜎. 对任

何2 6 𝑝 6 2* (𝑝 ̸= ∞), 此解也满足(4.3.6). 且若𝑇 * <∞, 则有(4.3.7)成立.

最后, 若进一步假设‖𝑢0‖�̇�𝑠适当小, 则上述解是整体解, 即𝑇 * = ∞. 且有

‖𝑢‖∩26𝑝62*, �̸�=∞𝐿𝛾(𝑝)(0,∞;�̇�𝑠
𝑝,2)
. 𝐶‖𝑢0‖�̇�𝑠 , (4.3.9)

‖𝑢‖∩26𝑝62*, �̸�=∞𝐿𝛾(𝑝)(0,∞;𝐵𝑠
𝑝,2)
. 𝐶‖𝑢0‖𝐻𝑠 . (4.3.10)

注注注记记记4.3.3. 定理4.3.1中若𝑇 * <∞, 则𝑇 *有依赖于‖𝑢0‖𝐻𝑠的下界, 即𝑇 * >

𝛿(‖𝑢0‖𝐻𝑠) > 0. 但是, 在定理4.3.2中若𝑇 * < ∞, 则𝑇 *没有依赖于‖𝑢0‖𝐻𝑠的下

界, 即𝑇 * 不仅可能依赖于‖𝑢0‖𝐻𝑠 , 而且可能依赖于𝑢0在𝐻𝑠的选取, 这容易由膨

胀变换𝑢(𝑡, 𝑥) → 𝑢𝜆(𝑡, 𝑥) =: 𝜆2/𝜎𝑢(𝜆2𝑡, 𝜆𝑥)看到.

证明.现在我们来证明定理4.3.1和定理4.3.2. 设𝑇 > 0, 𝑀 > 0, 𝛿 > 0 待

定. 置

𝒟 =
{︁
𝑢 ∈ 𝐿𝛾(𝑟)(0, 𝑇 ;𝐵𝑠

𝑟,2) : ‖𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;�̇�𝑠
𝑟,2)
6 𝛿, ‖𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐵𝑠

𝑟,2)
6𝑀

}︁
,

(4.3.11)

其上赋度量

𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢− 𝑣‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐿𝑟). (4.3.12)

现在考虑映射:

T : 𝑢(𝑡) → 𝑆(𝑡)𝑢0 − i

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝑢(𝜏))𝑑𝜏, (4.3.13)

我们来证明对适当的𝑇, 𝛿,𝑀 > 0, T : (𝒟, 𝑑) → (𝒟, 𝑑) 为压缩映射. 易知

𝜎
(︁1
𝑟
− 𝑠

𝑛

)︁
+

1

𝑟
=

1

𝑟′
. (4.3.14)

由上一节引理3.1.1, 我们有

‖𝑓(𝑢)‖�̇�𝑠
𝑟′,2
. ‖𝑢‖𝜎+1

�̇�𝑠
𝑟,2

, (4.3.15)

‖𝑓(𝑢)‖𝐵𝑠
𝑟′,2
. ‖𝑢‖𝜎

�̇�𝑠
𝑟,2
‖𝑢‖𝐵𝑠

𝑟,2
. (4.3.16)
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从而,

‖𝑓(𝑢)‖𝐿𝛾(𝑟)′ (0,𝑇 ;�̇�𝑠
𝑟′,2)
. 𝑇 1−𝜎(𝑛−2𝑠)/4‖𝑢‖𝜎+1

𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;�̇�𝑠
𝑟,2)
. (4.3.17)

使用定理3.2.6, 有

‖T 𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;�̇�𝑠
𝑟,2)
. ‖𝑢0‖�̇�𝑠 + 𝑇 1−𝜎(𝑛−2𝑠)/4‖𝑢‖𝜎+1

𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;�̇�𝑠
𝑟,2)
. (4.3.18)

类似地, 有

‖T 𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐵𝑠
𝑟,2)

. ‖𝑢0‖𝐻𝑠 + 𝑇 1−𝜎(𝑛−2𝑠)/4‖𝑢‖𝜎
𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;�̇�𝑠

𝑟,2)
‖𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐵𝑠

𝑟,2)
(4.3.19)

‖T 𝑢− T 𝑣‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐿𝑟)

. 𝑇 1−𝜎(𝑛−2𝑠)/4(‖𝑢‖𝜎 + ‖𝑣‖𝜎)𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;�̇�𝑠
𝑟,2)

‖𝑢− 𝑣‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐿𝑟). (4.3.20)

情情情形形形1. 0 < 𝜎 < 4/(𝑛− 2𝑠). 此时令

𝛿 = 2𝐶‖𝑢0‖�̇�𝑠 , 𝑀 = 2𝐶‖𝑢0‖𝐻𝑠 . (4.3.21)

固定上述𝑀, 𝛿之后, 再取

2𝐶𝑇 1−𝜎(𝑛−2𝑠)/4𝑀𝜎 6 1/2. (4.3.22)

则(4.3.18)–(4.3.20)蕴含

‖T 𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;�̇�𝑠
𝑟,2)
. 𝛿, (4.3.23)

‖T 𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;�̇�𝑠
𝑟,2)
.𝑀, (4.3.24)

‖T 𝑢− T 𝑣‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐿𝑟)

1

2
‖𝑢− 𝑣‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐿𝑟). (4.3.25)

所以, T : (𝒟, 𝑑) → (𝒟, 𝑑)为压缩映射. 故存在𝑢 ∈ 𝒟 满足(4.3.2). 再次使

用Strichartz不等式(3.2.22)和(3.2.23), 便有

‖𝑢‖𝐿𝛾(𝑝)(0,𝑇 ;�̇�𝑠
𝑝,2)
. ‖𝑢0‖�̇�𝑠 + 𝑇 1−𝜎(𝑛−2𝑠)/4‖𝑢‖𝜎+1

𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;�̇�𝑠
𝑟,2)
, (4.3.26)

由此不难得到𝑢 ∈ 𝐿𝛾(𝑝)(0, 𝑇 ;𝐵𝑠
𝑝,2). 用标准的方法, 可以延拓上面的解. 考虑映

射

T : 𝑢(𝑡) → 𝑆(𝑡− 𝑇 )𝑢(𝑇 )− i

∫︁ 𝑡

𝑇
𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝑢(𝜏))𝑑𝜏, (4.3.27)
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其中𝑢(𝑇 ) 为上面得到的解在𝑇处的取值. 注意由𝑢(𝑇 ) ∈ 𝐻𝑠, 我们可以采用

与上面一样的方法解(4.3.27). 这样的步骤可以一直重复下去, 就可以得到存

在𝑇 * > 0 满足(4.3.5)–(4.3.8). 解的唯一性的证明与(4.3.20)雷同, 从略.

情情情形形形2. 𝜎 = 4/(𝑛− 2𝑠). 注意Strichartz估计(3.2.22), 我们知道

‖𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐵𝑠
𝑟,2)

→ 0, (𝑇 → 0). (4.3.28)

可以构造一个度量空间

𝒟0 =
{︁
𝑢 ∈ 𝐿𝛾(𝑟)(0, 𝑇 ;𝐵𝑠

𝑟,2) : ‖𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐵𝑠
𝑟,2)
6𝑀

}︁
, (4.3.29)

其上赋度量如(4.3.12). 取𝑀 > 0适当小, 满足

2𝐶𝑀𝜎 6 1/2. (4.3.30)

可以取𝑇满足

‖𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿𝛾(𝑟)(0,𝑇 ;𝐵𝑠
𝑟,2)
6𝑀/2. (4.3.31)

从而, 用与上面类似的方法可以证明定理4.3.2的局部适定性. 对小初值的整体

适定性, 只要在情形1的证明(𝒟, 𝑑)中选取𝑇 = ∞即可. 事实上, 平行于(4.3.18)–

(4.3.20), 有

‖T 𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,∞;�̇�𝑠
𝑟,2)
. ‖𝑢0‖�̇�𝑠 + ‖𝑢‖𝜎+1

𝐿𝛾(𝑟)(0,∞;�̇�𝑠
𝑟,2)
, (4.3.32)

‖T 𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,∞;𝐵𝑠
𝑟,2)

. ‖𝑢0‖𝐻𝑠 + ‖𝑢‖𝜎
𝐿𝛾(𝑟)(0,∞;�̇�𝑠

𝑟,2)
‖𝑢‖𝐿𝛾(𝑟)(0,∞;𝐵𝑠

𝑟,2)
(4.3.33)

‖T 𝑢− T 𝑣‖𝐿𝛾(𝑟)(0,∞;𝐿𝑟)

. (‖𝑢‖𝜎 + ‖𝑣‖𝜎)𝐿𝛾(𝑟)(0,∞;�̇�𝑠
𝑟,2)

‖𝑢− 𝑣‖𝐿𝛾(𝑟)(0,∞;𝐿𝑟). (4.3.34)

此时令

𝛿 = 2𝐶‖𝑢0‖�̇�𝑠 ≪ 1, 𝑀 = 2𝐶‖𝑢0‖𝐻𝑠 , (4.3.35)

便可以实现压缩映射的所有条件. �
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S4.4 NLS方方方程程程的的的𝐿2和和和𝐻1适适适定定定性性性

我们考虑下面的NLS方程的初值问题:

i𝑢𝑡 +Δ𝑢 = 𝜆|𝑢|𝜎𝑢, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), (4.4.1)

其中𝜆 ∈ R. 当𝜆 > 0, 在物理上对应散焦(defocusing) 的情形; 当𝜆 < 0, 在物理

上对应聚焦(focusing) 的情形. 回忆NLS方程的守恒律

‖𝑢(𝑡)‖22 = ‖𝑢0‖22, 𝐸(𝑢(𝑡)) = 𝐸(𝑢0), (4.4.2)

𝐸(𝑢(𝑡)) =
1

2
‖∇𝑢(𝑡)‖22 +

2𝜆

2 + 𝛼
‖𝑢(𝑡)‖2+𝛼2+𝛼. (4.4.3)

从能量守恒律可以很清楚地看到, 聚焦的情况动能部分‖∇𝑢‖22前的系数是正的,

势能部分‖𝑢‖2+𝜎2+𝜎前面的系数是负的. 散焦的情况动能和势能部分前面的系数

都是正的. 从而, 散焦的情况是好的情况, 粗略地说来NLS方程的解会有整体

适定性; 聚焦的情况是坏的情况, 一般说来解会在有限时间有破裂(blow up) 发

生.

定定定理理理 4.4.1. 设2* 由(3.2.20)定义. 0 < 𝜎 < 4/𝑛. 若𝑢0 ∈ 𝐿2, 则(4.4.1)有

唯一解

𝑢 ∈ 𝐶([0,∞);𝐿2)
⋂︁⎛⎝ ⋂︁

2<𝑟62*, 𝑟 ̸=∞
𝐿
𝛾(𝑟)
loc (0,∞;𝐿𝑟)

⎞⎠ , (4.4.4)

且满足质量守恒‖𝑢(𝑡)‖2 = ‖𝑢0‖2.

定定定理理理 4.4.2. 设2* 由(3.2.20)定义, 𝜆 > 0, 0 < 𝜎 < 4/(𝑛− 2). 若𝑢0 ∈ 𝐻1,

则(4.4.1)有唯一解

𝑢 ∈ 𝐶([0,∞);𝐻1)
⋂︁⎛⎝ ⋂︁

2<𝑟62*, 𝑟 ̸=∞
𝐿
𝛾(𝑟)
loc (0,∞;𝐻1

𝑟 )

⎞⎠ , (4.4.5)

且满足质量和能量守恒律(4.4.2).

这两个定理是定理4.3.1和守恒律(4.4.2)的推论. 在定理4.3.1得到局部适

定性之后, 用标准的正则化技术可以证明(4.4.1)的解满足守恒律(4.4.2). 再

由(4.3.8)得到𝑇 * = ∞.

对能量临界的情况𝜎 = 4/(𝑛− 2), 𝑛 > 3, 定理4.4.2也是对的, 见后面关于

散射算子一章的内容.
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S4.5 𝐻𝑠临临临界界界和和和次次次临临临界界界的的的NLKG方方方程程程

本节我们讨论非线性Klein-Gordon (NLKG) 方程的Cauchy问题:

𝑢𝑡𝑡 + (𝑚2 −Δ)𝑢 = 𝑓(𝑢), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(0, 𝑥) = 𝑢1(𝑥). (4.5.1)

其中𝑚2 > 0. 本节的主要结果是

定定定理理理 4.5.1. 设𝑛 > 2, 1/2 6 𝑠 < 𝑛/2, 0 < 𝜎 < 4/(𝑛 − 2𝑠). 假定𝑓 ∈
𝐶 [𝑠+1/2] 满足条件

|𝑓 (𝑘)(𝑢)| 6 𝐶|𝑢|𝜎+1−𝑘, 𝑘 = 0, 1, ..., [𝑠+ 1/2], (4.5.2)

[𝑠+1/2] 6 𝜎+1. 若(𝑢0, 𝑢1) ∈ 𝐻𝑠×𝐻𝑠−1,则存在𝑇 * := 𝑇 *(‖𝑢0‖𝐻𝑠 , ‖𝑢1‖𝐻𝑠−1) >

0 使得(4.5.1)有唯一解

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 *);𝐻𝑠)
⋂︁⎛⎝ ⋂︁

𝑟∈(2,2*)

𝐿
𝛾(𝑟)
loc ([0, 𝑇 *);𝐵

𝑠−𝛽(𝑟)
𝑟,2 )

⎞⎠ , (4.5.3)

其中2𝛽(𝑟) = (𝑛+ 1)(1/2− 1/𝑟), 2/𝛾(𝑟) = (𝑛− 1)(1/2− 1/𝑟),

2* =

{︃
2(𝑛− 1)/(𝑛− 3), 𝑛 > 3,

∞, 𝑛 = 2, 3.

进一步, 若𝑇 * <∞, 则有

‖𝑢(𝑡)‖𝐻𝑠 & (𝑇 * − 𝑡)−𝛿/𝑝, 0 < 𝑡 < 𝑇 *, (4.5.4)

这里, 当0 < 𝜎 < 2/(𝑛 − 2𝑠)时, 𝛿 = 1; 当2/(𝑛 − 2𝑠) 6 𝜎 < 4/(𝑛 − 2𝑠)时,

𝛿 = (4− 𝜎(𝑛− 2𝑠))/2.

定理4.5.1得到𝐻𝑠解的局部适定性结果, 其中要求𝜎为𝐻𝑠次临界增长阶. 如

果𝜎为𝐻𝑠临界增长阶, 我们可以得到小初值意义下的整体存在性:

定定定理理理 4.5.2. 设𝑛 > 2, 1/2 6 𝑠 < 𝑛/2, 𝜎 = 4/(𝑛 − 2𝑠). 假定𝑓 ∈
𝐶 [𝑠+1/2] 满足条件(4.5.2), [𝑠 + 1/2] 6 𝜎 + 1. (𝑢0, 𝑢1) ∈ 𝐻𝑠 × 𝐻𝑠−1, 则

存在𝑇 * := 𝑇 *(𝑢0, 𝑢1) > 0 使得(4.5.1)有唯一解𝑢 满足(4.5.3). 若进一步假

设‖(𝑢0, 𝑢1)‖𝐻𝑠×𝐻𝑠−1适当小, 则上述解是整体解, 即𝑇 * = ∞.

当初值属于能量空间时, 我们有
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定定定理理理 4.5.3. 设𝑛 > 2, 0 < 𝜎 < 4/(𝑛− 2). 假定𝑓(𝑢) = |𝑢|𝜎𝑢. 若(𝑢0, 𝑢1) ∈
𝐻1 × 𝐿2, 则(4.5.1)有唯一解

𝑢 ∈ 𝐶([0,∞);𝐻1)
⋂︁⎛⎝ ⋂︁

𝑟∈(2,2*)

𝐿
𝛾(𝑟)
loc ([0,∞);𝐵

𝑠−𝛽(𝑟)
𝑟,2 )

⎞⎠ , (4.5.5)

且满足

𝐸(𝑢, 𝑢𝑡) :=
1

2
‖∇𝑢‖22 +

𝑚2

2
‖𝑢‖22 +

1

2
‖𝑢𝑡‖22 +

2

2 + 𝜎
‖𝑢‖2+𝜎2+𝜎 = 𝐸(𝑢0, 𝑢1).

(4.5.6)

如果替换𝐻𝑠, 𝐵𝑎
𝑝,2为相应的齐次空间�̇�

𝑠, �̇�𝑎
𝑝,2, 定理4.5.1和定理4.5.2可以

发展到非线性波动(NLW)方程((4.5.1)中𝑚2 = 0)

𝑢𝑡𝑡 −Δ𝑢 = 𝑓(𝑢), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(0, 𝑥) = 𝑢1(𝑥), (4.5.7)

证明也是类似的.

当𝑛 = 1时, 对NLKG方程, 定理4.5.1–定理4.5.3有类似的结果, 不过在证

明中使用的Strichartz估计不同于𝑛 > 2; 当𝑛 = 1, 对NLW方程, 特别是定

理4.5.2的对应结果, 本节的讨论方法失效. 𝜎 = 4/(𝑛− 2)时大初值有限能量强

解的适定性可见本书后面散射算子一章.

定定定理理理4.5.1的的的证证证明明明想想想法法法. 我们只考虑2/(𝑛 − 2𝑠) 6 𝜎 6 4/(𝑛 − 2𝑠)的情况.

令

𝜌 =
2(𝑛− 1)(2 + 𝜎)

(𝑛− 1)(2 + 𝜎) + 4− 2𝜎(𝑛− 2𝑠)
.

这样选取𝜌的目的是为了保证

𝜎

(︂
1

𝜌
− 𝑠− 𝛽(𝜌)

𝑛

)︂
+

1

𝜌
− 1− 2𝛽(𝜌)

𝑛
=

1

𝜌′
.

根据引理4.2.1, 我们有下面的非线性估计:

‖𝑓(𝑢)‖
�̇�

𝑠−1+𝛽(𝜌)

𝜌′,2
. ‖𝑢‖𝜎+1

�̇�
𝑠−𝛽(𝜌)
𝜌,2

. (4.5.8)

考虑(4.5.1)等价的积分方程,

𝑢(𝑡) = 𝐾 ′(𝑡)𝑢0 +𝐾(𝑡)𝑢1 +

∫︁ 𝑡

0
𝐾(𝑡− 𝜏)𝑓(𝑢(𝜏))𝑑𝜏. (4.5.9)
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其中𝐾(𝑡) = (𝑚2 −Δ)−1/2 sin(𝑚2 −Δ)1/2, 𝐾 ′(𝑡) = cos(𝑚2 −Δ)1/2. 在度量空

间

𝒟 = {𝑢 ∈ 𝐿𝛾(𝜌)(0, 𝑇 ;𝐵
𝑠−𝛽(𝜌)
𝜌,2 ) : ‖𝑢‖

𝐿𝛾(𝜌)(0,𝑇 ;𝐵
𝑠−𝛽(𝜌)
𝜌,2 )

6𝑀}

上, 可以定义度量

𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢− 𝑣‖𝐿𝛾(𝜌)(0,𝑇 ;𝐿𝜌).

使用第二章的Strichartz 估计, 结合(4.5.8), 可以证明

𝒯 : 𝑢(𝑡) → 𝐾 ′(𝑡)𝑢0 +𝐾(𝑡)𝑢1 +

∫︁ 𝑡

0
𝐾(𝑡− 𝜏)𝑓(𝑢(𝜏))𝑑𝜏 (4.5.10)

为(𝒟, 𝑑)到自身的压缩映射. 其余证明略, 见[168, 169]. �



第第第五五五章章章 非非非线线线性性性色色色散散散波波波方方方程程程解解解的的的低低低正正正则则则性性性问问问题题题

本章主要介绍用于研究非线性色散波方程的Cauchy问题解的低正则性问

题的Bourgain空间方法和 I-方法. 所谓低正则性问题, 我们主要从两方面考虑:

第一, 希望在初值具有较低正则性的条件下也能得到方程的局部适定性, 例如

假设初值属于Sobolev空间𝐻𝑠, 𝑠越小, 空间正则性越低, 包含的初值越多, 比

如Dirac测度–𝛿函数属于𝐻−1/2−𝜖, 𝜖 > 0. 第二, 很多色散波方程只有𝐿2和𝐻1能

量守恒律, 因此对于得到的低正则性的局部解是否能够延拓到整体?

我们主要以Korteweg de-Vries方程、带导数非线性项Schrödinger方程为

例, 详细研究非线性色散波方程Cauchy问题解的低正则性问题, 方法具有一般

性, 读者需细心体会.

S5.1 Bourgain空空空间间间

在这一节, 我们介绍Bourgain空间的一般形式及其基本性质. 具有一般形

式的非线性色散波方程的Cauchy问题如下⎧⎨⎩𝜕𝑡𝑢− 𝑖𝜑(𝐷)𝑢 = 𝑓(𝑢,𝐷𝛼𝑢), (𝑥, 𝑡) ∈ R𝑛 × R

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐻𝑠(R𝑛).
(5.1.1)

其中𝑢(𝑥, 𝑡)为未知函数, 𝑢0(𝑥)为给定的初值函数, 𝐷 = 1
𝑖 (𝜕𝑥1 , ..., 𝜕𝑥𝑛), 𝐷

𝛼 =

(𝜕𝛼1
𝑥1 , ..., 𝜕

𝛼𝑛
𝑥𝑛 ), 以及

𝜑(𝐷)𝑢 = (2𝜋)−𝑛/2
∫︁
R𝑛

𝑒𝑖𝑥𝜉𝜑(𝜉)̂︀𝑢(𝜉)𝑑𝜉.
这里符号𝜑(𝜉)为连续的实值函数, 称为方程(5.1.1)的色散关系 1. 非线性项𝑓表

示一个多元函数但不是线性函数, 比如𝑓为多项式或者形如|𝑢|𝑝𝑢.

很多的色散方程可以写成(5.1.1)的形式, 例如Schrödinger方程(对应色散

关系为𝜑(𝜉) = |𝜉|2)以及Korteweg de-Vries方程(对应色散关系为𝜑(𝜉) = 𝜉3)等.

在前面几章, 我们已经讨论了一些时空框架例如Strichartz型空间𝐿𝑞𝑡𝐿
𝑟
𝑥, 光

滑效应空间𝐿𝑞𝑥𝐿𝑟𝑡等, 在本章我们将应用一类新的时空框架. 同样地, 我们

把(5.1.1)看成是线性方程的扰动, 从而首先考虑(5.1.1)对应的线性方程

𝜕𝑡𝑢− 𝑖𝜑(𝐷)𝑢 = 0. (5.1.2)

1我们强调𝜑必须是实值函数.
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我们记𝑆(𝑡)𝑓 = F−1
𝑥 𝑒𝑖𝑡𝜑(𝜉)F𝑥𝑓 . 方程(5.1.2)两边关于空间和时间变量同时

做Fourier变换得

(𝜏 − 𝜑(𝜉))̂︀𝑢(𝜉, 𝜏) = 0. (5.1.3)

本章以下若无特别声明,我们始终用̂︀𝑢或F𝑢表示函数𝑢(𝑥, 𝑡)关于𝑥, 𝑡的Fourier变

换, 用F𝑥𝑢表示𝑥方向的Fourier变换2. 由此知̂︀𝑢支集在曲面{(𝜉, 𝜏) : 𝜏 = 𝜑(𝜉)},
可以想象这一特征曲面与方程(5.1.1)是紧密相关的. 把时间变量𝑡和空间变

量𝑥同等对待, 如同Sobolev空间对于Laplace方程一样, 引入与方程(5.1.1)相关

的Sobolev型空间𝑋𝑠,𝑏.

定定定义义义5.1.1. 假设𝜑 : R𝑑 → R是一个实值的连续函数,且𝑠, 𝑏 ∈ R. 则定义空
间𝑋𝑠,𝑏

𝜏=𝜑(𝜉)(R
𝑑×R),简记为𝑋𝑠,𝑏(R𝑑×R)或𝑋𝑠,𝑏,是Schwartz函数空间𝒮(R𝑑+1)在

如下范数的完备化

‖𝑢‖𝑋𝑠,𝑏 = ‖⟨𝜉⟩𝑠⟨𝜏 − 𝜑(𝜉)⟩𝑏ℱ𝑢‖𝐿2
𝜉𝐿

2
𝜏
. (5.1.4)

𝑋𝑠,𝑏结构的这一形式是由R. Beals[6]提出, 之后Bourgain [15, 14]首先系统

地应用和研究的, 之后被Kenig, Ponce和Vega [81]以及Tao [151]发展了这些空

间上的多线性估计.比Bourgain稍早, Klainerman和Machedon [94]在非线性波

方程的研究中采用了类似的想法. Bourgain空间能够很好地开发方程(5.1.1)的

色散效应, 从而得到比较好的低正则性的结果, 读者可以自己细心体会其妙处.

以非线性项𝑢𝑢𝑥为例, 这一个方法的核心是如下两个类型的估计:⃦⃦⃦⃦
𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝑋𝑠,𝑏

6𝐶‖𝑓‖𝑋𝑠,𝑏−1 , (5.1.5)

‖𝜕𝑥(𝑢𝑣)‖𝑋𝑠,𝑏−1 6𝐶‖𝑢‖𝑋𝑠,𝑏‖𝑣‖𝑋𝑠,𝑏 , (5.1.6)

其中𝜓(𝑡)是光滑的截断函数. 直觉上, 我们可以这样理解, 𝑠是空间正则性的指

标, 𝑏是关于算子𝜕𝑡 − 𝑖𝜑(𝐷)的正则性指标. Bourgain空间的优势在于: (5.1.5)式

中积分算子
∫︀ 𝑡
0 𝑆(𝑡− 𝑠) · 𝑑𝑠在Bourgain空间中获得了算子𝜕𝑡− 𝑖𝜑(𝐷)的一阶正则

性, 这一阶正则性通过(5.1.6)式补偿了空间正则性的损失. 但是究竟能补偿多

少阶导数, 这取决于方程的色散效应的强弱. 我们将证明当1/2 < 𝑏 < 1时, 不

等式(5.1.5)对任意的𝜑总是成立的, 因此主要的任务是证明第二个不等式, 关于

这个结构的应用可参考文献[81, 153].

2如果没有混淆, 当𝑢0 : R𝑛 → C 只是自变量𝑥 的函数, 我们也用̂︀𝑢0表示𝑢0关于𝑥的Fourier变

换.



S5.1 Bourgain空间 · 91 ·

本节主要证明Bourgain空间𝑋𝑠,𝑏的一些基本性质. 定义截断函数𝜓 ∈
𝐶∞
0 (R), 在区间[−1, 1]上𝜓 = 1且supp𝜓 ⊂ [−2, 2]. 对任何𝛿 > 0, 记𝜓𝛿(·) =

𝜓(·/𝛿). 我们将要用到如下引理, 关于它的证明可见第三章Besov空间的非线性

估计.

引引引理理理5.1.2. 如果0 < 𝛼 < 1, 1 < 𝑝 <∞

‖(−Δ)𝛼/2(𝑓𝑔)‖𝐿𝑝 . ‖𝑓‖𝐿∞‖(−Δ)𝛼/2𝑔‖𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝐿∞‖(−Δ)𝛼/2𝑓‖𝐿𝑝 . (5.1.7)

根据𝑋𝑠,𝑏的定义很容易证明

引引引理理理5.1.3. 假设𝑠, 𝑏 ∈ R. 则有

‖𝑓‖𝑋𝑠,𝑏 =
⃦⃦
⟨𝜉⟩𝑠‖𝑒−𝑖𝑡𝜑(𝜉)(F𝑥𝑓)(𝜉, 𝑡)‖𝐻𝑏

𝑡

⃦⃦
𝐿2
𝜉
.

命命命题题题5.1.4. 假设𝑠 ∈ R, 1/2 < 𝑏 < 𝑏′ < 1, 0 < 𝛿 < 1. 那么有

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑓‖𝑋𝑠,𝑏.𝛿1/2−𝑏‖𝑓‖𝑋𝑠,𝑏 , ‖𝜓𝛿(𝑡)𝑓‖𝑋𝑠,𝑏−1.𝛿𝑏
′−𝑏‖𝑓‖𝑋𝑠,𝑏′−1 .

证明.不妨假设𝑠 = 0. 由引理5.1.3和引理5.1.2得

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑓‖𝑋0,𝑏 =
⃦⃦
‖𝑒−𝑖𝑡𝜑(𝜉)𝜓𝛿(𝑡)F𝑥(𝑓)‖𝐻𝑏

𝑡

⃦⃦
𝐿2
𝜉

.
⃦⃦
‖𝜓𝛿(𝑡)‖𝐻𝑏

𝑡
‖𝑒−𝑖𝑡𝜑(𝜉)F𝑥(𝑓)(𝜉, 𝑡)‖𝐿∞

𝑡

⃦⃦
𝐿2
𝜉

+
⃦⃦
‖𝜓𝛿(𝑡)‖𝐿∞

𝑡
‖𝑒−𝑖𝑡𝜑(𝜉)F𝑥(𝑓)(𝜉, 𝑡)‖𝐻𝑏

𝑡

⃦⃦
𝐿2
𝜉

通过简单的计算易知对任何𝜆 > 0有

‖𝑓(𝜆𝑡)‖�̇�𝑏 = 𝜆𝑏−1/2‖𝑓(𝑡)‖�̇�𝑏 , ‖𝑓(𝜆𝑡)‖𝐻𝑏.(𝜆1/2 + 𝜆𝑏−1/2)‖𝑓(𝑡)‖𝐻𝑏 . (5.1.8)

利用(5.1.8)和Sobolev嵌入定理𝐻𝑏 →˓ 𝐿∞, 第一个不等式得证.

下面证明第二个不等式. 简单起见, 令𝑐 = 1− 𝑏和𝑑 = 1− 𝑏′, 则有0 6 𝑑 <

𝑐 < 1/2. 利用Bourgain空间的等价范数, 只要证明

‖𝜓𝛿(𝑡)ℎ‖𝐻−𝑐
𝑡
.𝛿𝑐−𝑑‖ℎ‖𝐻−𝑑

𝑡
.

由对偶只需证明

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑔‖𝐻𝑑
𝑡
.𝛿𝑐−𝑑‖𝑔‖𝐻𝑐

𝑡
, ∀ 𝑔 ∈ 𝐻𝑐

𝑡 . (5.1.9)
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利用Hölder不等式和Sobolev不等式, 可得

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑔‖𝐿2
𝑡
.𝛿𝑐‖𝑔‖𝐻𝑐

𝑡
. (5.1.10)

则只需证明

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑔‖�̇�𝑑
𝑡
.𝛿𝑐−𝑑‖𝑔‖𝐻𝑐

𝑡
. (5.1.11)

由(5.1.10)式和Gagliardo-Nirenberg不等式可得

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑔‖�̇�𝑑
𝑡
.‖𝜓𝛿(𝑡)𝑔‖1−𝜃�̇�𝑐

𝑡

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑔‖𝜃𝐿2
𝑡
.𝛿𝑐−𝑑‖𝜓𝛿(𝑡)𝑔‖1−𝜃�̇�𝑐

𝑡

‖𝑔‖𝜃𝐻𝑐
𝑡
,

其中𝜃 = (𝑐− 𝑑)/𝑐, 这样只需证明

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑔‖�̇�𝑐
𝑡
.‖𝑔‖𝐻𝑐

𝑡
. (5.1.12)

事实上,

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑔‖�̇�𝑐
𝑡
.(‖𝜓𝛿‖𝐿∞

𝑡
‖𝑔‖𝐻𝑐

𝑡
+ ‖((−Δ)𝑐/2𝜓𝛿)𝑔‖𝐿2

𝑡
)

.(‖𝑔‖𝐻𝑐
𝑡
+ ‖((−Δ)𝑐/2𝜓𝛿)𝑔‖𝐿2

𝑡
).

利用Hölder不等式和Sobolev不等式, 可得

‖((−Δ)𝑐/2𝜓𝛿)𝑔‖𝐿2
𝑡
.‖(−Δ)𝑐/2𝜓𝛿‖𝐿1/𝑐‖𝑔‖𝐻𝑐

𝑡
.‖𝑔‖𝐻𝑐

𝑡
. (5.1.13)

综合上述不等式, 命题得证. �

命命命题题题5.1.5. (a) 假设𝑠 ∈ R, 𝑢0 ∈ 𝐻𝑠(R𝑛), 1/2 < 𝑏 < 1, 0 < 𝛿 < 1. 则有

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0‖𝑋𝑠,𝑏.𝛿1/2−𝑏‖𝑢0‖𝐻𝑠 . (5.1.14)

(b) 假设𝑠 ∈ R, 𝑓 ∈ 𝑋𝑠,𝑏−1且1/2 < 𝑏 < 1. 则有⃦⃦⃦⃦
𝜓𝛿(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑡′)𝑓(𝑡′)

⃦⃦⃦⃦
𝑋𝑠,𝑏

.𝛿1/2−𝑏‖𝑓‖𝑋𝑠,𝑏−1 . (5.1.15)

证明.首先证(a). 根据𝑋𝑠,𝑏的等价范数立即有

‖𝜓𝛿(𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0‖𝑋𝑠,𝑏 = ‖𝜓𝛿(𝑡)‖𝐻𝑏
𝑡
‖𝑢0‖𝐻𝑠

𝑥
.

利用不等式(5.1.8), 得到

‖𝜓𝛿(𝑡)‖𝐻𝑏
𝑡
6 (𝛿1/2−𝑏 + 𝛿1/2)‖𝜓(𝑡)‖𝐻𝑏

𝑡
.𝛿1/2−𝑏. (5.1.16)
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从而立即得到(5.1.14).

现在证(b). 根据𝑋𝑠,𝑏的等价范数得(5.1.15)式的左边等于⃦⃦⃦⃦
⟨𝜉⟩𝑠𝜓𝛿(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑒−𝑖𝑡

′𝜑(𝜉)F𝑥(𝑓)(𝜉, 𝑡
′)𝑑𝑡′

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝜉𝐻

𝑏
𝑡

.

从而为证明(b)则只要证明对任何𝑔 ∈ 𝐻𝑏−1
𝑡 有⃦⃦⃦⃦

𝜓𝛿(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑔(𝑡′)𝑑𝑡′

⃦⃦⃦⃦
𝐻𝑏

𝑡

6 𝐶𝛿1/2−𝑏‖𝑔‖𝐻𝑏−1
𝑡

.

令ℎ(𝑡) = 𝜓𝛿(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑔(𝑡′)𝑑𝑡′, 直接计算可得

ℎ(𝑡) = 𝜓𝛿(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

∫︁
R
𝑒𝑖𝑡

′𝜏̂︀𝑔(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑡′ = 𝜓𝛿(𝑡)

∫︁
R

𝑒𝑖𝑡𝜏 − 1

𝑖𝜏
̂︀𝑔(𝜏)𝑑𝜏.

为了估计‖ℎ(𝑡)‖𝐻𝑏
𝑡
, 很自然地把ℎ分成两部分, ℎ(𝑡) = ℎ1(𝑡) + ℎ2(𝑡), 其中

ℎ1(𝑡) = 𝜓𝛿(𝑡)

∫︁
|𝜏 |61

𝑒𝑖𝑡𝜏 − 1

𝑖𝜏
̂︀𝑔(𝜏)𝑑𝜏, ℎ2(𝑡) = 𝜓𝛿(𝑡)

∫︁
|𝜏 |>1

𝑒𝑖𝑡𝜏 − 1

𝑖𝜏
̂︀𝑔(𝜏)𝑑𝜏.

由于‖𝑡𝑛𝜓𝛿(𝑡)‖𝐻𝑏 = 𝛿𝑛‖(𝑡/𝛿)𝑛𝜓(𝑡/𝛿)‖𝐻𝑏 6 𝛿𝑛𝛿1/2−𝑏4𝑛, 从而利用Taylor展开式

直接计算可得,

‖ℎ1‖𝐻𝑏
𝑡
=
⃦⃦⃦
𝜓𝛿(𝑡)

∫︁
|𝜏 |61

∑︁
𝑛>1

(𝑖𝑡𝜏)𝑛

𝑛!(𝑖𝜏)
̂︀𝑔(𝜏)𝑑𝜏 ⃦⃦⃦

𝐻𝑏
𝑡

.
∑︁
𝑛>1

‖𝑡𝑛𝜓𝛿(𝑡)‖𝐻𝑏

𝑛!

⃒⃒⃒ ∫︁
|𝜏 |61

(𝑖𝜏)𝑛̂︀𝑔(𝜏)
(𝑖𝜏)

𝑑𝜏
⃒⃒⃒
.‖𝑔‖𝐻𝑏−1

𝑡
. (5.1.17)

下面估计‖ℎ2‖𝐻𝑏
𝑡
, 将它分为两部分

‖ℎ2‖𝐻𝑏
𝑡
.

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜓𝛿(𝑡)

∫︁
|𝜏 |>1

̂︀𝑔(𝜏)𝑑𝜏
𝑖𝜏

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐻𝑏

𝑡

+

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜓𝛿(𝑡)

∫︁
|𝜏 |>1

𝑒𝑖𝑡𝜏̂︀𝑔(𝜏)
𝑖𝜏

𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐻𝑏

𝑡

:= 𝐼 + 𝐼𝐼.

对于项𝐼易得

𝐼.‖𝜓𝛿‖𝐻𝑏‖𝑔‖𝐻𝑏−1
𝑡

(︁∫︁
|𝜏 |>1

⟨𝜏⟩2(1−𝑏)

|𝜏 |2
𝑑𝜏
)︁1/2
.𝛿1/2−𝑏‖𝑔‖𝐻𝑏−1

𝑡
, (5.1.18)

对于项𝐼𝐼有

𝐼𝐼 =

⃦⃦⃦⃦
𝜓𝛿(𝑡)F

−1
𝑡

(︁𝜒|𝜏 |>1𝑔(𝜏)

𝑖𝜏

)︁
(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
𝐻𝑏

𝑡
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.‖𝜓𝛿‖𝐻𝑏

⃦⃦⃦⃦
F−1
𝑡

(︁𝜒|𝜏 |>1𝑔(𝜏)

𝑖𝜏

)︁⃦⃦⃦⃦
𝐿∞

+

⃦⃦⃦⃦
𝜓𝛿‖𝐿∞‖F−1

𝑡

(︁𝜒|𝜏 |>1𝑔(𝜏)

𝑖𝜏

)︁⃦⃦⃦⃦
𝐻𝑏

𝑡

.𝛿1/2−𝑏‖𝑔‖𝐻𝑏−1
𝑡

. (5.1.19)

综合(5.1.17), (5.1.18)和(5.1.19), 当1/2 < 𝑏 < 1时, 我们得到估计(5.1.15). �

引引引理理理5.1.6. 假设𝑌是时空Banach空间且满足: 对所有的𝑢0 ∈ 𝐿2(R𝑛)以
及𝜏0 ∈ R都成立

‖𝑒𝑖𝑡𝜏0𝑆(𝑡)𝑢0‖𝑌.‖𝑢0‖𝐿2(R𝑛).

则当1/2 < 𝑏 < 1时, 对任何的𝑢 ∈ 𝑋0,𝑏都有

‖𝑢‖𝑌.‖𝑢‖𝑋0,𝑏 .

证明.由Fourier逆变换以及坐标变换可得

𝑢(𝑥, 𝑡) = (2𝜋)−(𝑛+1)/2

∫︁
R𝑛+1

̂︀𝑢(𝜉, 𝜏)𝑒𝑖𝑥𝜉+𝑖𝑡𝜏𝑑𝜉𝑑𝜏
= (2𝜋)−(𝑛+1)/2

∫︁
R
𝑒𝑖𝑡𝜏

∫︁
R𝑛

̂︀𝑢(𝜉, 𝜏 + 𝜑(𝜉))𝑒𝑖𝑥𝜉𝑒𝑖𝑡𝜑(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜏.

从而由Minkowski不等式以及对𝑌的假设条件得

‖𝑢‖𝑌.
∫︁
R
‖̂︀𝑢(𝜉, 𝜏 + 𝜑(𝜉))‖𝐿2

𝜉
𝑑𝜏.

∫︁
R
⟨𝜏⟩−𝑏‖⟨𝜏⟩𝑏̂︀𝑢(𝜉, 𝜏 + 𝜑(𝜉))‖𝐿2

𝜉
𝑑𝜏.

由于𝑏 > 1/2以及利用Cauchy-Schwartz不等式, 引理得证. �

当𝑏 = 1/2时, 可以举出反例说明命题5.1.5(b)和引理5.1.6都不成立, 这

个问题留给读者去思考. 当𝑏 = 1/2时, 𝑋𝑠,𝑏有一个很好的代替: Besov-型

的Bourgain空间𝐹 𝑠. 我们将在第5.4节用这个空间结构结合一个特殊低频结

构来处理KdV方程在𝐻−3/4的适定性问题. 现在来介绍𝐹 𝑠空间. 为了方便,

对𝑘 ∈ N ∪ {0}, 记

𝐼0 = [−2, 2]; 𝐼𝑘 = [2𝑘−1, 2𝑘+1], 𝑘 > 1. (5.1.20)

假设{𝜙𝑘}∞𝑘=0是由第1.3节给出的频率空间的非齐次二进制分解函数序列,

{Δ𝑘}∞𝑘=0是对应的Littlewood-Paley投影算子, 对𝑘 ∈ N∪{0}我们定义频率二进
局部化的𝑋𝑠,𝑏型赋范空间𝑋𝑘(R2):

𝑋𝑘 =

{︃
𝑓 ∈ 𝐿2(R2) : 𝑓(𝜉, 𝜏) 支在𝐼𝑘 × R 并且
‖𝑓‖𝑋𝑘

=
∑︀∞

𝑗=0 2
𝑗/2‖𝜙𝑗(𝜏 − 𝜑(𝜉)) · 𝑓(𝜉, 𝜏)‖𝐿2

𝜉,𝜏
<∞

}︃
. (5.1.21)
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有了这些二进频率上的空间结构, 然后采用Littlewood-Paley方式定义整个频

率上的空间:

‖𝑢‖2𝐹 𝑠 =
∑︁
𝑘>0

22𝑠𝑘‖𝜙𝑘(𝜉)F𝑢‖2𝑋𝑘
, (5.1.22)

‖𝑢‖2𝑁𝑠 =
∑︁
𝑘>0

22𝑠𝑘‖⟨𝜏 − 𝜑(𝜉)⟩−1𝜙𝑘(𝜉)F𝑢‖2𝑋𝑘
. (5.1.23)

这种𝑙1-型的𝑋𝑠,𝑏结构首先由Tataru [156]引入使用, 后被Ionescu和Kenig[66,

67], Tao[154]以及作者[57, 55, 52, 53]等广泛使用. 𝐹 𝑠空间满足𝑋𝑠,1/2+ ⊂ 𝐹 𝑠 ⊂
𝑋𝑠,1/2, 同时享有𝑋𝑠,1/2+和𝑋𝑠,1/2的某些性质. 例如一方面它和𝑋𝑠,1/2+空间

一样能嵌入到很多时空空间如𝐶(R;𝐻𝑠)和Strichartz-型空间𝐿𝑝𝑡𝐿
𝑞
𝑥, 另一方面,

它关于时间有着与𝑋𝑠,1/2空间一样的尺度, 这与Besov空间𝐵
𝑛/2
2,1 和Sobolev空

间𝐻𝑛/2, 𝐻𝑛/2+的异同是类似的.

首先来看𝐹 𝑠中的线性估计, 我们有

命命命题题题5.1.7. (a) 假设𝑠 ∈ R及𝑢0 ∈ 𝐻𝑠. 则

‖𝜓(𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐹 𝑠.‖𝑢0‖𝐻𝑠 . (5.1.24)

(b) 假设𝑠 ∈ R, 𝑘 ∈ N ∪ {0}且𝑢满足⟨𝜏 − 𝜑(𝜉)⟩−1F𝑢 ∈ 𝑋𝑘. 则存在与𝑘无

关的常数𝐶 > 0使得⃦⃦⃦⃦
F

[︂
𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

]︂⃦⃦⃦⃦
𝑋𝑘

6 𝐶‖⟨𝜏 − 𝜑(𝜉)⟩−1F𝑢‖𝑋𝑘
. (5.1.25)

证明.首先证(a). 由𝐹 𝑠的定义, 只要证对任何𝑘 ∈ N ∪ {0}有

‖𝜙𝑘(𝜉)F (𝜓(𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0)‖𝑋𝑘
.‖𝜙𝑘(𝜉)̂︀𝑢0(𝜉)‖𝐿2 . (5.1.26)

利用𝑋𝑘的定义可得

‖𝜙𝑘(𝜉)F (𝜓(𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0)‖𝑋𝑘
=
∑︁
𝑗>0

2𝑗/2‖𝜙𝑘(𝜉)𝜙𝑗(𝜏) ̂︀𝜓(𝜏)̂︁𝑢0(𝜉)‖𝐿2

.‖𝜓‖
𝐵

1/2
2,1

‖𝜙𝑘(𝜉)̂︀𝑢0(𝜉)‖𝐿2 ,

从而(a)得证.

现在证(b). 由直接的计算可以得到

F

[︂
𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠

]︂
(𝜉, 𝜏)
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= 𝐶

∫︁
R

F𝑢(𝜉, 𝜏 ′)
̂︀𝜓(𝜏 − 𝜏 ′)− ̂︀𝜓(𝜏 − 𝜑(𝜉))

𝜏 ′ − 𝜑(𝜉)
𝑑𝜏 ′.

令𝑓(𝜉, 𝜏 ′) = F𝑢(𝜉, 𝜏 ′)⟨𝜏 ′ − 𝜑(𝜉)⟩−1. 对𝑓𝑘 ∈ 𝑋𝑘定义算子𝑇如下:

𝑇 (𝑓𝑘)(𝜉, 𝜏) =

∫︁
R
𝑓𝑘(𝜉, 𝜏

′)
̂︀𝜓(𝜏 − 𝜏 ′)− ̂︀𝜓(𝜏 − 𝜑(𝜉))

𝜏 ′ − 𝜑(𝜉)
⟨𝜏 ′ − 𝜑(𝜉)⟩𝑑𝜏 ′,

则只需证

‖𝑇𝑓𝑘‖𝑋𝑘
6 𝐶‖𝑓𝑘‖𝑋𝑘

对所有的𝑘 > 0一致地成立.

设𝑓 ♯𝑘(𝜉, 𝜏) = 𝑓𝑘(𝜉, 𝜏 + 𝜑(𝜉)), (𝑇𝑓𝑘)
♯(𝜉, 𝜏) = (𝑇𝑓𝑘)(𝜉, 𝜏 + 𝜑(𝜉)). 则利用坐

标变换可得

(𝑇𝑓𝑘)
♯(𝜉, 𝜏) =

∫︁
R
𝑓 ♯𝑘(𝜉, 𝜏

′)
̂︀𝜓(𝜏 − 𝜏 ′)− ̂︀𝜓(𝜏)

𝜏 ′
⟨𝜏 ′⟩𝑑𝜏 ′.

由于 ̂︀𝜓(𝜏)是Schwartz函数不难验证(分成|𝜏 ′| 6 1和|𝜏 ′| > 1的情况)⃒⃒⃒⃒
⃒ ̂︀𝜓(𝜏 − 𝜏 ′)− ̂︀𝜓(𝜏)

𝜏 ′
⟨𝜏 ′⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐶[(1 + |𝜏 |)−4 + (1 + |𝜏 − 𝜏 ′|)−4].

对于𝑗 ∈ N ∪ {0}, 令𝑓𝑘,𝑗 = 𝑓𝑘(𝜉, 𝜏)𝜙𝑗(𝜏 − 𝜑(𝜉))以及𝑓 ♯𝑘,𝑗 = 𝑓𝑘,𝑗(𝜉, 𝜏 + 𝜑(𝜉)), 从

而得

(𝑇𝑓𝑘,𝑗)
♯(𝜉, 𝜏)|.(1 + |𝜏 |)−42𝑗/2

[︃∫︁
𝐼𝑗

|𝑓 ♯𝑘,𝑗(𝜉, 𝜏
′)|2𝑑𝜏 ′

]︃1/2

+

2∑︁
𝑙=−2

𝜙𝑗+𝑙(𝜏)

∫︁
𝐼𝑗

|𝑓 ♯𝑘,𝑗(𝜉, 𝜏
′)|(1 + |𝜏 − 𝜏 ′|)−4𝑑𝜏 ′

:=𝐼 + 𝐼𝐼.

因此得

‖𝑇𝑓𝑘‖𝑋𝑘
.
∑︁
𝑗′>0

2𝑗
′/2‖𝜙𝑗′(𝜏)(𝑇𝑓𝑘)♯(𝜉, 𝜏)‖𝐿2.

∑︁
𝑗′,𝑗>0

2𝑗
′/2‖𝜙𝑗′(𝜏)(𝑇𝑓𝑘,𝑗)♯(𝜉, 𝜏)‖𝐿2 .

首先考虑包含项𝐼的估计. 显然有∑︁
𝑗′,𝑗>0

2𝑗
′/2‖𝜙𝑗′(𝜏)𝐼‖𝐿2.‖𝑓𝑘‖𝑋𝑘

.
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其次考虑包含𝐼𝐼的估计. 利用Young不等式可得∑︁
|𝑗′−𝑗|.1

2𝑗
′/2‖𝜙𝑗′(𝜏)𝐼𝐼‖𝐿2.‖𝑓𝑘‖𝑋𝑘

.

从而命题得证 �

对于引理5.1.6在𝑏 = 1/2时我们有下面的结论, 证明类似于引理5.1.6的证

明, 从略.

引引引理理理5.1.8. 假设𝑌是时空Banach空间且满足: 对所有的𝑢0 ∈ 𝐿2(R𝑑)以
及𝜏0 ∈ R都成立

‖𝑒𝑖𝑡𝜏0𝑆(𝑡)𝑢0‖𝑌 6 𝐶‖𝑢0‖𝐿2(R𝑛).

则对任何𝑘 ∈ N ∪ {0}以及𝑢 ∈ 𝐹 0有

‖Δ𝑘(𝑢)‖𝑌.‖Δ̂𝑘(𝑢)‖𝑋𝑘
.

类似第1.3节中一样, 我们也可以定义一类齐次的Bourgain空间, 或者定义

更广的Besov型𝑋𝑠,𝑏, 本书不作探讨.

S5.2 局局局部部部光光光滑滑滑效效效应应应和和和极极极大大大函函函数数数估估估计计计

在前一节, 我们已经知道Bourgain空间𝑋𝑠,𝑏的元素与初值为𝑢0 ∈ 𝐻𝑠的自

由解𝑢 = 𝑆(𝑡)𝑢0比较接近, 因此需要先得到自由解𝑆(𝑡)𝑢0的相关估计. 在研究带

导数非线性项的色散波方程时, 局部光滑效应和极大函数估计起着非常重要的

作用. 本节以色散群𝑆𝛼(𝑡) = F−1
𝑥 𝑒𝑖𝑡|𝜉|

𝛼𝜉F𝑥, 1 6 𝛼 6 2为例, 研究相应的光滑

效应估计以及极大函数估计, 这些结果是由Kenig-Ponce-Vega得到的, 本节部

分内容可参看[77, 76].

定定定理理理 5.2.1. 设1 6 𝛼 6 2, 则

sup
𝑥

(︂∫︁
R
|𝑆𝛼(𝑡)𝑢0|2𝑑𝑡

)︂1/2

.

(︂∫︁
R

|̂︁𝑢0(𝜉)|2
|𝜉|𝛼

𝑑𝜉

)︂1/2

, (5.2.1)(︂∫︁
R
sup
𝑡∈R

|𝑆𝛼(𝑡)𝑢0|4𝑑𝑥
)︂1/4

.

(︂∫︁
R
|̂︁𝑢0(𝜉)|2|𝜉|1/2𝑑𝜉)︂1/2

. (5.2.2)

证明.令𝜔(𝜉) = |𝜉|𝛼𝜉, 则知𝜔是可逆的并记𝜔−1为其逆函数. 所以作变量替

换𝜂 = 𝜔(𝜉), 则有

𝑆𝛼(𝑡)𝑢0 = 𝐶

∫︁
R
𝑒𝑖𝑥𝜉𝑒𝑖𝑡𝜔(𝜉)�̂�0(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐶

∫︁
R
𝑒𝑖𝑥𝜔

−1(𝜂)𝑒𝑖𝑡𝜂
̂︀𝑢0(𝜔−1(𝜂))

𝜔′(𝜔−1(𝜂))
𝑑𝜂.
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所以利用Plancherel等式, 再作变量替换𝜂 = 𝜔(𝜉)且注意到𝜔′(𝜉) = (𝛼 + 1)|𝜉|𝛼,
则可得

‖𝑆𝛼(𝑡)𝑢0‖2𝐿2
𝑡
.
∫︁
R

|̂︁𝑢0(𝜔−1(𝜂))|2

|𝜔′(𝜔−1(𝜂))|2
𝑑𝜂.

∫︁
R

|̂︁𝑢0(𝜉)|2
|𝜉|𝛼

𝑑𝜉.

于是, (5.2.1)式得证.

下面证明(5.2.2)式. 主要的想法是𝑥, 𝑡的位置互换, 即把𝑡看成是空间

变量, 𝑥看成是时间变量, 这样𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡 变成了Strichartz-型估计, 且(4,∞)是一

维Schrödinger方程的容许对. 由第一个式子的证明可知𝑆𝛼(𝑡)𝑢0可以看成色

散关系为𝜔−1(𝜂), 且初值的Fourier变换为̂︁𝑢0(𝜔−1(𝜂))
𝜔′(𝜔−1(𝜂))

的方程的自由解. 不难验

证𝜔−1(𝜉)满足第2.1节中的条件(H1), (H2), (H3), (H4)且𝑚1 = 𝑚2 = 𝛼1 =

𝛼2 = 1/(𝛼+ 1), 所以利用第2.2节中Strichartz估计的推导方法可得

‖F−1
𝑥 𝑒𝑖𝑡𝜔

−1(𝜉)F𝑥𝑓‖𝐿4
𝑡𝐿

∞
𝑥
.‖𝑓‖

�̇�
1
2− 1

4(𝛼+1)
.

由此可得

‖𝑆𝛼(𝑡)𝑢0‖𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡
.

(︃∫︁
R

⃒⃒⃒⃒
|𝜂|

1
2
− 1

4(𝛼+1)
�̂�0(𝜔

−1(𝜂)

𝜔′(𝜔−1(𝜂))

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜂

)︃1/2

.

在上式中作变量替换𝜂 = 𝜔(𝜉)可得

‖𝑆𝛼(𝑡)𝑢0‖𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡
.‖𝑢0‖�̇�1/4 .

所以(5.2.2)式得证. �

这里给出的方法是针对特殊的色散群简化后的, 在文[76]中, Kenig,

Ponce和Vega对一类更广的色散关系𝜔(𝜉)证明了定理5.2.1, 并且有更为精确

的估计 (︂∫︁
R
sup
𝑡∈R

|𝑆(𝑡)𝑢0(𝑥)|4𝑑𝑥
)︂ 1

4

.

(︃∫︁
R
|̂︁𝑢0(𝜉)|2(︂ 𝜔′(𝜉)

𝜔′′(𝜉)

)︂1/2

𝑑𝜉

)︃1/2

.

下面我们给出色散群𝑆𝛼(𝑡)的另一个极大函数估计, 是由[77]得到的.

定定定理理理 5.2.2. 设𝑠 > 𝛼+1
4 , 𝛼 > 1, 𝑢0 ∈ 𝐻𝑠时, 则有(︁∫︁ ∞

−∞
sup

𝑡∈[−𝑇,𝑇 ]
|𝑆𝛼(𝑡)𝑢0|2𝑑𝑥

)︁1/2
6 𝐶‖𝑢0‖𝐻𝑠 , (5.2.3)

其中常数𝐶 > 0依赖于𝑇 .
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为证定理5.2.2, 我们先证明如下引理.

引引引理理理5.2.3. 设𝜙为支在[2𝑘−1, 2𝑘+1]上的𝐶∞函数, 𝑘 ∈ N. 对𝛼 > 1, 定义函

数𝐻𝛼
𝑘 (·)如下

𝐻𝛼
𝑘 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
2𝑘, |𝑥| 6 1,

2𝑘/2|𝑥|−1/2, 1 6 |𝑥| 6 𝐶2𝛼𝑘,
1/(1 + 𝑥2), |𝑥| > 𝐶2𝛼𝑘.

那么, 当|𝑡| 6 2时存在与𝑥, 𝑡和𝑘无关的常数使得⃒⃒⃒⃒∫︁
R
𝑒𝑖(𝑡|𝜉|

𝛼𝜉+𝑥𝜉)𝜙(𝜉)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶𝐻𝛼

𝑘 (𝑥). (5.2.4)

此外, 若𝑘 = 0, 𝜙是支在[−2, 2]的光滑函数, 则同样的结论成立.

证明.令𝑢(𝑥, 𝑡) =
∫︀
R 𝑒

𝑖(𝑡|𝜉|𝛼𝜉+𝑥𝜉)𝜙(𝜉)𝑑𝜉. 根据𝜙的支集条件可得对所

有𝑥, 𝑡 ∈ R有
|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶2𝑘.

从而只需再考虑|𝑥| > 1的情形.

假设𝑘 = 0. 利用分部积分且|𝑡| 6 2可得到

|𝑢(𝑥, 𝑡)|.
⃒⃒⃒⃒∫︁

R
𝑥−2𝑒𝑖𝑥𝜉

𝑑2

𝑑𝜉2

(︁
𝑒𝑖(𝑡|𝜉|

𝛼𝜉)𝜙(𝜉)
)︁
𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
.|𝑥|−2.

从而只需再考虑𝑘 > 1的情形.

定义集合Ω = {𝜉 ∈ supp𝜙 : |(𝛼 + 1)𝑡|𝜉|𝛼 + 𝑥| 6 |𝑥|/2}. 选紧支集在Ω上

的截断函数𝜁 ∈ 𝐶∞, 使得当|(𝛼+ 1)𝑡|𝜉|𝛼 + 𝑥| 6 |𝑥|/3时, 𝜁 = 1, 例如可令

𝜁 = 𝜂

(︂
(𝛼+ 1)𝑡|𝜉|𝛼 + 𝑥

|𝑥|

)︂
,

其中𝜂是固定的光滑截断函数.

因为|𝑡| 6 2, 如果𝜉 ∈ Ω时, 则有|𝑥| ∼ 𝛼𝑡|𝜉|𝛼 6 𝐶2𝛼𝑘, 从而函数ℎ(𝜉, 𝑥) =

𝑡𝜉|𝜉|𝛼 + 𝑥𝜉满足

|ℎ′′(𝜉)| = 𝐶𝑡|𝜉|𝛼−1 > 𝐶2−𝑘|𝑥|.

由Van der Corput引理可得⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑒𝑖ℎ(𝜉,𝑥)𝜙(𝜉)𝜁𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
6 𝐶2𝑘/2|𝑥|−1/2.
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如果𝜉 ∈ supp (1− 𝜁), 那么有|ℎ′(𝜉)| = |(𝛼 + 1)𝑡|𝜉|𝛼 + 𝑥| > |𝑥|/3. 利用分
部积分, 可以得出当|𝑥| > 1时, 有⃒⃒⃒⃒∫︁

𝑒𝑖ℎ(𝜉,𝑥)(1− 𝜁)𝜙(𝜉)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
6

𝐶

1 + 𝑥2
.

综合上述的估计, 引理得证. �

利用上述引理, 我们可以证明如下引理, 从而立即推出定理5.2.2.

引引引理理理5.2.4. 如果𝑠 > 1+𝛼
4 , 𝛼 > 1, 那么有

(︁ ∞∑︁
𝑗=−∞

sup
|𝑡|61

sup
𝑗<𝑥<𝑗+1

|𝑆𝛼(𝑡)𝑢0|2
)︁1/2

6 𝐶‖𝑢0‖𝐻𝑠 . (5.2.5)

证明.定义𝑆𝛼𝑘 (𝑡)𝑢0 = F−1
𝑥 𝑒𝑖𝑡𝜉|𝜉|

𝛼
𝜙𝑘(𝜉)F𝑥𝑢0, 其中{𝜙𝑘}∞𝑘=0是频率空间非

齐次二进分解序列. 我们只需要证明(︁ ∞∑︁
𝑗=−∞

sup
|𝑡|61

sup
𝑗<𝑥<𝑗+1

|𝑆𝛼𝑘 (𝑡)𝑢0|2
)︁1/2
.2

(1+𝛼)𝑘
4 ‖𝑢0‖𝐿2 .

利用对偶理论, 只要证明⃦⃦⃦⃦∫︁ 1

−1
𝑆𝛼𝑘 (𝑡)𝑔(·, 𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐿2

.2
(1+𝛼)𝑘

4

[︁ ∞∑︁
𝑗=−∞

(︁∫︁ 1

−1

∫︁ 𝑗+1

𝑗
|𝑔(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑥𝑑𝑡

)︁2]︁1/2
. (5.2.6)

由对偶关系(如可见P. Tomas的对偶理论[159]), (5.2.6)是如下估计的推论:

(︁ ∞∑︁
𝑗=−∞

sup
|𝑡|61

sup
𝑗<𝑥<𝑗+1

⃒⃒⃒ ∫︁ 1

−1
𝑆𝛼𝑘 (𝑡− 𝑡′)𝑔(·, 𝑡′)𝑑𝑡′

⃒⃒⃒2)︁1/2
.2

(1+𝛼)𝑘
2

[︁ ∞∑︁
𝑗=−∞

(︁∫︁ 1

−1

∫︁ 𝑗+1

𝑗
|𝑔(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑥𝑑𝑡

)︁2]︁1/2
. (5.2.7)

为了证明(5.2.7), 利用引理5.2.3可得⃒⃒⃒ ∫︁ 1

−1
𝑆𝛼𝑘 (𝑡− 𝑡′)𝑔(𝑥, 𝑡′)𝑑𝑡′

⃒⃒⃒
.
∫︁
𝐻𝛼
𝑘 (𝑦)

∫︁ 1

−1
|𝑔(𝑥− 𝑦, 𝑡′)|𝑑𝑡′𝑑𝑦

.
∞∑︁

𝑙=−∞
𝐻𝛼
𝑘 (𝑙)

∫︁ 𝑙+1

𝑙

∫︁ 1

−1
|𝑔(𝑥− 𝑦, 𝑡′)|𝑑𝑡′𝑑𝑦.
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这样(5.2.7)的左边小于等于[︁ ∞∑︁
𝑗=−∞

(︁
sup

𝑗6𝑥<𝑗+1

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐻𝛼
𝑘 (𝑙)

∫︁ 𝑙+1

𝑙

∫︁ 1

−1
|𝑔(𝑥− 𝑦, 𝑡′)|𝑑𝑡′𝑑𝑦

)︁2]︁1/2
(5.2.8)

作变量替换可得

(5.2.8).
[︁ ∞∑︁
𝑗=−∞

(︁ ∞∑︁
𝑙=−∞

𝐻𝛼
𝑘 (𝑙)

∫︁ 𝑙−𝑗+2

𝑙−𝑗−1

∫︁ 1

−1
|𝑔(𝑧, 𝑡′)|𝑑𝑡′𝑑𝑧

)︁2]︁1/2
.

再利用Minkowski不等式得

(5.2.8).
∞∑︁

𝑙=−∞
𝐻𝛼
𝑘 (𝑙)

[︁ ∞∑︁
𝑗=−∞

(︁∫︁ 𝑙−𝑗+2

𝑙−𝑗−1

∫︁ 1

−1
|𝑔(𝑧, 𝑡′)|𝑑𝑡′𝑑𝑧

)︁2]︁1/2
.

∞∑︁
𝑙=−∞

𝐻𝛼
𝑘 (𝑙)

[︁ ∞∑︁
𝑗=−∞

(︁∫︁ 𝑗+1

𝑗

∫︁ 1

−1
|𝑔(𝑥, 𝑡′)|𝑑𝑡′𝑑𝑥

)︁2]︁1/2
.2

(𝛼+1)𝑘
2

[︁ ∞∑︁
𝑗=−∞

(︁∫︁ 1

−1

∫︁ 𝑗+1

𝑗
|𝑔(𝑥, 𝑡′)|𝑑𝑥𝑑𝑡′

)︁2]︁1/2
,

上式最后一个不等式中我们利用了如下简单的事实:

[2𝛼𝑘]∑︁
𝑙=1

𝑙−1/2.
[2𝛼𝑘]∑︁
𝑙=1

∫︁ 𝑙+1

𝑙
𝑥−1/2𝑑𝑥.2𝛼𝑘/2.

于是, 引理得证. �

与色散方程相关的极大函数估计最早是由Carleson[21]提出的. 我们

以Schrödinger方程为例, ⎧⎨⎩𝑖𝑢𝑡 +Δ𝑢 = 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥).

由Plancherel等式可知, 当𝑡 → 0时, 方程的解𝑢 = 𝑒𝑖𝑡Δ𝑢0 → 𝑢0在𝐻
𝑠的范数意

义下. Carleson提出了如下的问题: 什么条件下, 𝑡 → 0时对几乎处处的𝑥都有

解𝑢(𝑥, 𝑡) → 𝑢0(𝑥)? 为了回答这一问题他进一步提出如下问题: 为保证极大函

数sup|𝑡|61 |𝑒𝑖𝑡Δ𝑢0(𝑥)|是局部可积的, 所需要初值𝑢0 ∈ 𝐻𝑠的最小的𝑠是多少?

这一问题在一维时已经完全解答, 但在高维时仍有许多公开问题, 例

如一个普遍的猜测是: 对任意的维数, 𝑢几乎处处收敛到𝑢0的充分必要条件

是𝑠 > 1/4. 对于一维的情形, 我们已经知道若𝑠 > 1/2

‖𝑒𝑖𝑡𝜕𝑥𝑥𝑢0‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
|𝑡|61
.‖𝑢0‖𝐻𝑠 ,
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Kenig和Vega的一个猜测是上述估计在𝑠 = 1/2也成立. 事实上, 我们已经证明

当𝑠 = 1/2时把‖𝑢‖𝐻𝑠换成𝐵𝑠
2,1, 上述估计是成立的. 关于这些问题可以参考文

献[76, 77].

S5.3 KdV方方方程程程的的的双双双线线线性性性估估估计计计及及及局局局部部部适适适定定定性性性

本节考虑Korteweg-de Vries (KdV)方程, 证明𝑋𝑠,𝑏中的双线性估计并由此

得到KdV方程的局部适定性理论. KdV方程具有如下的形式:⎧⎨⎩𝜕𝑡𝑢+ 𝜕3𝑥𝑢+ 6𝑢𝜕𝑥𝑢 = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ R2,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐻𝑠(R).
(5.3.1)

易知KdV方程的色散关系为𝜑(𝜉) = 𝜉3. KdV方程是浅水波理论最基本的方程,

早在1834年, Scott Russell就发现了KdV方程的孤立波解. 下面是Russell对自

己观察发现的描述:

我观察一条船的运动, 这条船沿着狭窄的河道迅速前进, 突然船停了. 河

道的水被船体带动, 聚集在船头剧烈扰动着, 然后水浪中浮出一个圆滚平滑、

轮廓分明的巨大孤立波峰, 以巨大的速度向前滚动, 急速离开了船头, 我骑马紧

跟着观察, 它以每小时9英里的速度滚滚向前, 并保持长30英尺, 高1.5英尺的原

始形状. 渐渐地, 一二英里之后, 消失在逶迤的河道.

60年之后(1895年), 荷兰数学家Korteweg指导他的学生de Vries在博士论文中

提出了KdV方程模型,得到了广泛且深入的研究.根据在第5.1节中的讨论可知,

用Bourgain空间𝑋𝑠,𝑏作为工作空间研究方程(5.3.1), 主要的任务是去做相应的

双线性估计. 我们首先证明

定定定理理理 5.3.1. 如果−3/4 < 𝑠 < −1/2, 则存在𝑏 ∈ (1/2, 1), 对任意的𝑏′ ∈
(1/2, 𝑏], 且满足𝑏− 𝑏′ 6 min{−𝑠− 1/2, 1/4 + 𝑠/3}, 则有

‖𝜕𝑥(𝑢1𝑢2)‖𝑋𝑠,𝑏−1 6 𝐶‖𝑢1‖𝑋𝑠,𝑏′‖𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏′ . (5.3.2)

这里我们采取[𝑘;𝑍]乘子的想法来证明定理5.3.1, 这种方法具有一般性且

使得这种双线性估计变得程序化. 根据𝑋𝑠,𝑏的定义, (5.3.2)等价于

‖⟨𝜉⟩𝑠⟨𝜏 − 𝜉3⟩𝑏−1𝜉(̂︀𝑢 * ̂︀𝑣)(𝜉, 𝜏)‖𝐿2
𝜉,𝜏
.‖⟨𝜉⟩𝑠⟨𝜏 − 𝜉3⟩𝑏′̂︀𝑢‖𝐿2

𝜉,𝜏
‖⟨𝜉⟩𝑠⟨𝜏 − 𝜉3⟩𝑏′̂︀𝑣‖𝐿2

𝜉,𝜏
.

为叙述简单, 我们记

Λ𝑠,𝑏(𝜉, 𝜏) = ⟨𝜉⟩𝑠⟨𝜏 − 𝜉3⟩𝑏.
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进一步, (5.3.2)等价于⃦⃦⃦
𝜉Λ𝑠,𝑏−1(𝜉, 𝜏)[(Λ

−1
𝑠,𝑏𝑢) * (Λ

−1
𝑠,𝑏𝑣)](𝜉, 𝜏)

⃦⃦⃦
𝐿2
𝜉,𝜏

.‖𝑢‖𝐿2(R2)‖𝑣‖𝐿2(R2). (5.3.3)

设{𝜙𝑘}∞𝑘=0({𝜒𝑘}∞𝑘=−∞)是频率空间的非齐次(齐次)二进分解函数序列, 区间序

列{𝐼𝑘}∞𝑘=0 由(5.1.20)给出. 对𝜉𝑖, 𝜏𝑖 − 𝜉3𝑖都作二进制分解, 由对偶上式等价于

∑︁
𝑘𝑖∈Z,𝑗𝑖∈Z+,

⟨2𝑘3⟩𝑠2𝑗3(𝑏−1)2𝑘3

⟨2𝑘1⟩𝑠2𝑗1𝑏′⟨2𝑘2⟩𝑠2𝑗2𝑏′

×
∫︁
[1𝐷𝑘3,𝑗3

(𝑢𝑘1,𝑗1 * 𝑣𝑘2,𝑗2)𝑓 ](𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏.‖𝑢‖𝐿2‖𝑣‖𝐿2‖𝑓‖𝐿2 , (5.3.4)

其中𝐿2 = 𝐿2(R2), 对𝑘 ∈ Z, 𝑗 ∈ Z+我们记

𝐷𝑘,𝑗 = {(𝜉, 𝜏) : 𝜉 ∈ [2𝑘−1, 2𝑘+1], 𝜏 − 𝜉3 ∈ 𝐼𝑗},

以及

𝑢𝑘1,𝑗1 = 𝜒𝑘1(𝜉)𝜙𝑗1(𝜏 − 𝜉3)𝑢.

因此为证明定理5.3.1, 则需要先估计⃒⃒⃒⃒∫︁
R2

1𝐷𝑘3,𝑗3
(𝜉, 𝜏)(𝑢𝑘1,𝑗1 * 𝑣𝑘2,𝑗2) · 𝑓𝑑𝜉𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
.

做到这一步之后, 问题转化成一个非常初等的积分控制问题. 我们可以把它写

成对称性的形式, 上面积分的估计可以转化成下面的三线性估计,∫︁
Γ3

𝑓1(𝜉1, 𝜏1)𝑓2(𝜉2, 𝜏2)𝑓3(𝜉3, 𝜏3).𝐶(𝑘𝑖, 𝑗𝑖)
3∏︁
𝑖=1

‖𝑓𝑖‖𝐿2 . (5.3.5)

其中𝑓𝑖是支在𝐷𝑘𝑖,𝑗𝑖的非负函数, 以及

Γ3 = {𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 = 0, 𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3 = 0},

且赋予Γ3诱导的测度
3. 形如(5.3.5)的估计, 最初由Bourgain [14, 15]利用时空

范数与𝑋𝑠,𝑏的关系给出一些估计, 后由Kenig, Ponce, Vega [81]采用了初等的微

积分方法给出了精细的估计方法, Tao [151]利用二进制分解对这一类型的估计

做了系统的研究.

在下个引理中我们将系统研究(5.3.5)的估计, 对于更广的一类色散关系

如𝜑(𝜉) = |𝜉|𝛼𝜉可参考Guo的文章[53]. 我们这里的证明是改造了的Tao [151]中

3
∫︀
Γ3

Π𝑖=1,2,3𝑓𝑖(𝜉𝑖, 𝜏𝑖) =
∫︀
R4 𝑓1(𝜉1, 𝜏1)𝑓2(𝜉2, 𝜏2)𝑓3(−𝜉1 − 𝜉2,−𝜏1 − 𝜏2)𝑑𝜉1𝑑𝜉2𝑑𝜏1𝑑𝜏2.
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的[𝑘;𝑍]-乘子的想法, 方法比较初等, 但是比较繁琐. 建议读者不要陷入琐碎的

计算技巧而忽略了关键想法. 这里的方法具有一般性, 能对一类色散方程都适

用. 为了表述方便, 对于三个实数𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 我们用𝑎𝑚𝑖𝑛 6 𝑎𝑚𝑒𝑑 6 𝑎𝑚𝑎𝑥分别表

示𝑎1, 𝑎2, 𝑎3中最小,中间和最大的数. 以下为了方便, 我们总是记

(𝑓1 * 𝑓2) · 𝑓3 = 𝑓1 * 𝑓2 · 𝑓3.

引引引理理理5.3.2. 设𝑘𝑖 ∈ Z, 𝑗𝑖 ∈ Z+, 𝑁𝑖 = 2𝑘𝑖 , 以及𝑓𝑘𝑖,𝑗𝑖 ∈ 𝐿2(R2)是非负函数

支在∪𝑗𝑖𝑙=0𝐷𝑘𝑖,𝑙且‖𝑓𝑘𝑖,𝑗𝑖‖2 6 1, 𝑖 = 1, 2, 3. 则

(a) 对任意的𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 ∈ Z以及𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 ∈ Z+, 有∫︁
R2

𝑓𝑘1,𝑗1 * 𝑓𝑘2,𝑗2 · 𝑓𝑘3,𝑗3𝑑𝜉𝑑𝜏 6 𝐶2𝑗𝑚𝑖𝑛/22𝑘𝑚𝑖𝑛/2. (5.3.6)

(b) 如果𝑁𝑚𝑖𝑛 ≪ 𝑁𝑚𝑒𝑑 ∼ 𝑁𝑚𝑎𝑥, 则对𝑖 = 1, 2, 3都有∫︁
R2

𝑓𝑘1,𝑗1 * 𝑓𝑘2,𝑗2 · 𝑓𝑘3,𝑗3𝑑𝜉𝑑𝜏 6 𝐶2(𝑗1+𝑗2+𝑗3)/22−𝑘𝑚𝑎𝑥/22−(𝑗𝑖+𝑘𝑖)/2. (5.3.7)

(c) 如果𝑁𝑚𝑖𝑛 ∼ 𝑁𝑚𝑒𝑑 ∼ 𝑁𝑚𝑎𝑥 ≫ 1, 则∫︁
R2

𝑓𝑘1,𝑗1 * 𝑓𝑘2,𝑗2 · 𝑓𝑘3,𝑗3𝑑𝜉𝑑𝜏 6 𝐶2𝑗𝑚𝑖𝑛/22𝑗𝑚𝑒𝑑/42−𝑘𝑚𝑎𝑥/4. (5.3.8)

证明.对于𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝐿2(R2), 令𝐽(𝑓, 𝑔, ℎ) =
∫︀
R2 𝑓 * 𝑔 · ℎ𝑑𝜉𝑑𝜏 . 通过简单的

坐标变换, 可得

|𝐽(𝑓, 𝑔, ℎ)| = |𝐽(𝑔, 𝑓, ℎ)| = |𝐽( ̃︀𝑓, ℎ, 𝑔)| = |𝐽(𝑓, ̃︀𝑔, ℎ)|,
其中 ̃︀𝑓(𝜉, 𝜇) = 𝑓(−𝜉,−𝜇). 注意到函数𝜑(𝜉) = 𝜉3是奇函数4, 因此 ̃︀𝑓𝑘𝑖,𝑗𝑖与𝑓𝑘𝑖,𝑗𝑖拥
有同样的支集. 利用Cauchy-Schwartz不等式和函数𝑓𝑘𝑖,𝑗𝑖的支集性质得到

𝐽(𝑓𝑘1,𝑗1 , 𝑓𝑘2,𝑗2 , 𝑓𝑘3,𝑗3)

.2𝑗𝑚𝑖𝑛/2

∫︁
R2

‖𝑓𝑘1,𝑗1(𝜉1, ·)‖𝐿2
𝜏
‖𝑓𝑘2,𝑗2(𝜉2, ·)‖𝐿2

𝜏
‖𝑓𝑘3,𝑗3(𝜉1 + 𝜉2, ·)‖𝐿2

𝜏
𝑑𝜉1𝑑𝜉2

.2𝑘𝑚𝑖𝑛/22𝑗𝑚𝑖𝑛/2
3∏︁
𝑖=1

‖𝑓𝑘𝑖,𝑗𝑖‖𝐿2 ,

4对于偶函数的情形, 没有这样的对称性, 故需要讨论的情形多些, 但是仍然用本文的方法

可以处理.
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即(a)得证.

对于(b), 根据函数𝑓𝑘𝑖,𝑗𝑖的支集性质可知要使𝐽(𝑓𝑘1,𝑗1 , 𝑓𝑘2,𝑗2 , 𝑓𝑘3,𝑗3) ̸= 0必

须满足

|𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑒𝑑| 6 5. (5.3.9)

根据对称性我们可以假设𝑘1 6 𝑘2 6 𝑘3, 从而有|𝑘2 − 𝑘3| 6 5, 分三种情形讨论:

𝑗1 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 𝑗2 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 𝑗3 = 𝑗𝑚𝑎𝑥. 如果𝑗3 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 将𝐽(𝑓𝑘1,𝑗1 , 𝑓𝑘2,𝑗2 , 𝑓𝑘3,𝑗3)重新

写成如下形式:

𝐽(𝑓𝑘1,𝑗1 , 𝑓𝑘2,𝑗2 , 𝑓𝑘3,𝑗3)

=

∫︁
R4

𝑓 ♯𝑘1,𝑗1(𝜉1, 𝜏1)𝑓
♯
𝑘2,𝑗2

(𝜉2, 𝜏2)𝑓
♯
𝑘3,𝑗3

(𝜉1 + 𝜉2, 𝜏1 + 𝜏2 +Ω(𝜉1, 𝜉2))𝑑𝜉1𝑑𝜉2𝑑𝜏1𝑑𝜏2,

其中𝑓 ♯𝑘𝑖,𝑗𝑖(𝜉, 𝜏) = 𝑓𝑘𝑖,𝑗𝑖(𝜉, 𝜏 + 𝜉3), 𝑖 = 1, 2, 3, 以及

Ω(𝜉1, 𝜉2) = 𝜉31 + 𝜉32 − (𝜉1 + 𝜉2)
3 = −3𝜉1𝜉2(𝜉1 + 𝜉2).

做变量替换𝜉′2 = 𝜉1 + 𝜉2, 然后使用Hölder不等式,

𝐽(𝑓𝑘1,𝑗1 , 𝑓𝑘2,𝑗2 , 𝑓𝑘3,𝑗3)

=

∫︁
R4

𝑓 ♯𝑘1,𝑗1(𝜉1, 𝜏1)𝑓
♯
𝑘2,𝑗2

(𝜉2 − 𝜉1, 𝜏2)

× 𝑓 ♯𝑘3,𝑗3(𝜉2, 𝜏1 + 𝜏2 +Ω(𝜉1, 𝜉2 − 𝜉1))𝑑𝜉1𝑑𝜉2𝑑𝜏1𝑑𝜏2

.
∫︁
R2

‖𝑓 ♯𝑘1,𝑗1(·, 𝜏1)‖𝐿2(R)‖𝑓
♯
𝑘2,𝑗2

(·, 𝜏2)‖𝐿2(R)

× ‖𝑓 ♯𝑘3,𝑗3(𝜉2, 𝜏1 + 𝜏2 +Ω(𝜉1, 𝜉2 − 𝜉1))‖𝐿2(|𝜉𝑖|∼𝑁𝑖, 𝑖=1,2)𝑑𝜏1𝑑𝜏2. (5.3.10)

做变量替换𝜇2 = 𝜏1 + 𝜏2 +Ω(𝜉1, 𝜉2 − 𝜉1), 注意
⃒⃒
𝜕𝜉1 [Ω(𝜉1, 𝜉2 − 𝜉1)]

⃒⃒
∼ 𝑁2

2 , 有

‖𝑓 ♯𝑘3,𝑗3(𝜉2, 𝜏1 + 𝜏2 +Ω(𝜉1, 𝜉2 − 𝜉1))‖𝐿2(|𝜉𝑖|∼𝑁𝑖, 𝑖=1,2) . 𝑁
−1
2 ‖𝑓 ♯𝑘3,𝑗3‖𝐿2(R2).

(5.3.11)

由(5.3.10)和(5.3.11), 结合Hölder不等式,

𝐽(𝑓𝑘1,𝑗1 , 𝑓𝑘2,𝑗2 , 𝑓𝑘3,𝑗3) . 2−𝑘3
3∏︁
𝑖=1

‖𝑓𝑘𝑖,𝑗𝑖‖𝐿2(R2).

如果𝑗2 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 由对称性知这一情形与情形𝑗3 = 𝑗𝑚𝑎𝑥是一样的. 如果𝑗1 =

𝑗𝑚𝑎𝑥, 根据对称性,

𝐽(𝑓𝑘1,𝑗1 , 𝑓𝑘2,𝑗2 , 𝑓𝑘3,𝑗3)
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=

∫︁
R4

𝑓 ♯𝑘1,𝑗1(𝜉1, 𝜏2 + 𝜏3 +Ω(𝜉2, 𝜉1 − 𝜉2))𝑓
♯
𝑘2,𝑗2

(𝜉2, 𝜏2)𝑓
♯
𝑘3,𝑗3

(𝜉1 − 𝜉2, 𝜏3),

注意
⃒⃒
𝜕𝜉2 [Ω(𝜉2, 𝜉1 − 𝜉2)]

⃒⃒
∼ 𝑁2𝑁1, 重复上述讨论可得

𝐽(𝑓𝑘1,𝑗1 , 𝑓𝑘2,𝑗2 , 𝑓𝑘3,𝑗3) . 2−(𝑘1+𝑘3)/2
3∏︁
𝑖=1

‖𝑓𝑘𝑖,𝑗𝑖‖𝐿2(R2),

(b)得证.

现在证明(c). 为了符号的简单, 简记𝑓𝑖 = 𝑓 ♯𝑘𝑖,𝑗𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3. 根据对称性可

以假设𝑗1 6 𝑗2 6 𝑗3, 将𝐽(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)重新写成如下形式∫︁
R4

𝑓1(𝜉1, 𝜇1)𝑓2(𝜉2 − 𝜉1, 𝜇2 − 𝜇1 − 𝜉31 − (𝜉2 − 𝜉1)
3)𝑓3(𝜉2, 𝜇2 − 𝜉32)𝑑𝜉1𝑑𝜇1𝑑𝜉2𝑑𝜇2.

利用Cauchy-Schwartz不等式可得𝐽(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)小于等于⃦⃦⃦⃦∫︁
R2

𝑓1(𝜉1, 𝜇1)𝑓2(𝜉2 − 𝜉1, 𝜇2 − 𝜇1 − 𝜉31 − (𝜉2 − 𝜉1)
3)𝑑𝜉1𝑑𝜇1

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝜉2,𝜇2

· ‖𝑓3‖𝐿2 .

上式𝐿2
𝜉2,𝜇2
范数中的积分区域为

𝐸 = {(𝜉1, 𝜇1) : |𝜇1|.2𝑗1 , 𝜉31 + (𝜉2 − 𝜉1)
3 = 𝜇2 − 𝜇1 +𝑂(2𝑗2)},

其中|𝜉2| ∼ 2𝑘2 . 因为𝜉31 + (𝜉2 − 𝜉1)
3 = 3𝜉2(𝜉1 − 𝜉2/2)

2 + 𝜉32/4, 从而

3𝜉2(𝜉1 − 𝜉2/2)
2 + 𝜉32/4− 𝜇2 + 𝜇1 = 𝑂(2𝑗2),

进一步, 当𝜉32/4− 𝜇2 + 𝜇1 > 0可得

|𝜉1 − 𝜉2/2|.2(𝑗2−𝑘2)/2,

或者, 当𝜉32/4− 𝜇2 + 𝜇1 > 0, 可有对某个𝜃 > 0,

(𝜉1 − 𝜉2/2 + 𝜃)(𝜉1 − 𝜉2/2− 𝜃) = 𝑂(2𝑗2−𝑘2),

此时也有|𝜉1 − 𝜉2/2 + 𝜃| . 2(𝑗2−𝑘2)/2 或|𝜉1 − 𝜉2/2 − 𝜃| . 2(𝑗2−𝑘2)/2. 从而无论

哪种情形, 总有|𝐸|.2𝑗12(𝑗2−𝑘2)/2. 所以由Cauchy-Schwartz不等式得

𝐽(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3)

.2𝑗1/22(𝑗2−𝑘2)/4‖𝑓1(𝜉1, 𝜇1)𝑓2(𝜉2 − 𝜉1, 𝜇2 − 𝜇1 − 𝜉31 − (𝜉2 − 𝜉1)
3)‖𝐿2

𝜉2,𝜇2,𝜉1,𝜇1

.2𝑗1/22(𝑗2−𝑘2)/4,
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此即(c), 从而引理得证. �

有了这个引理, 现在我们可以证明定理5.3.1. 为了便于读者理解定

理5.3.1中的条件是如何要求的, 我们在证明中分情况讨论, 对每种情况都有一

个条件, 然后对所有的条件取一个交集即可.

定理5.3.1的证明. 由前面讨论知只需证(5.3.4). 不妨设‖𝑢‖2 = ‖𝑣‖2 = 1.

从而只要证

sup
𝑘𝑚𝑎𝑥>1

∑︁
𝑘𝑚𝑖𝑛6𝑘𝑚𝑎𝑥,𝑗𝑖∈Z+,

⟨2𝑘3⟩𝑠2𝑗3(𝑏−1)2𝑘3

⟨2𝑘1⟩𝑠2𝑗1𝑏′⟨2𝑘2⟩𝑠2𝑗2𝑏′
⃦⃦⃦
1𝐷𝑘3,𝑗3

· 𝑢𝑘1,𝑗1 * 𝑣𝑘2,𝑗2
⃦⃦⃦
𝐿2
𝜉,𝜏

(5.3.12)

是有界的. 这是因为根据函数𝑢𝑘1,𝑗1 , 𝑣𝑘2,𝑗2的支集性质可知要使1𝐷𝑘3,𝑗3
· 𝑢𝑘1,𝑗1 *

𝑣𝑘2,𝑗2不恒为0, 则必须满足

|𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑒𝑑| 6 5, 2𝑗𝑚𝑎𝑥 ∼ max(2𝑗𝑚𝑒𝑑 , 2𝑘1+𝑘2+𝑘3). (5.3.13)

从而可以假设(5.3.12)中有(5.3.13). 现在我们假设(5.3.12)成立来推导(5.3.4).

把(5.3.4)左边项求和分成几个部分, 例如不妨设𝑘2, 𝑘3是最大的和第二大的,

且𝑘2, 𝑘3 > 1(否则利用以下证明中的情形1易得), 则利用(5.3.12)得到∑︁
|𝑘2−𝑘3|65,𝑗𝑖∈Z+,

⟨2𝑘3⟩𝑠2𝑗3(𝑏−1)2𝑘3

⟨2𝑘1⟩𝑠2𝑗1𝑏′⟨2𝑘2⟩𝑠2𝑗2𝑏′
∫︁
[1𝐷𝑘3,𝑗3

(𝑢𝑘1,𝑗1 * 𝑣𝑘2,𝑗2)𝑓 ](𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏

.
∑︁

|𝑘2−𝑘3|65

‖𝑢‖𝐿2‖Δ𝑘2𝑣‖𝐿2‖Δ𝑘3𝑓‖𝐿2.‖𝑢‖𝐿2‖𝑣‖𝐿2‖𝑓‖𝐿2 ,

即(5.3.4)得证. 我们接下来按频率之间大小关系分情况讨论(5.3.12), 我们固

定𝑘𝑚𝑎𝑥, 因此下面的求和中
∑︀

𝑘𝑖∈Z表示
∑︀

𝑘𝑚𝑖𝑛∈Z.

情形1(低低频相互作用): 𝑘𝑚𝑎𝑥 6 100. 利用引理5.3.2 (a)容易得

(5.3.12).
∑︁

𝑘𝑖∈Z,𝑗𝑖∈Z+

⟨2𝑘3⟩𝑠2𝑗3(𝑏−1)2𝑘3

⟨2𝑘1⟩𝑠2𝑗1𝑏′⟨2𝑘2⟩𝑠2𝑗2𝑏′
2𝑗𝑚𝑖𝑛/22𝑘𝑚𝑖𝑛/2.1.

情形2(高低频相互作用): 𝑘2 > 100, |𝑘3 − 𝑘2| 6 5, 𝑘1 6 𝑘2 − 10(或

者𝑘1和𝑘2位置互换). 继续分情况, 如果𝑗3 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 则利用引理5.3.2 (b)

(5.3.12).
∑︁

𝑘𝑖∈Z,𝑗𝑖∈Z+

2𝑗3(𝑏−1)2𝑘3

⟨2𝑘1⟩𝑠2𝑗1𝑏′2𝑗2𝑏′
min(2(𝑗1+𝑗2)/22−𝑘2 , 2𝑗1/22𝑘1/2).

把求和分成三部分,第一部分是𝑘1 6 −2𝑘2,记为I,第二部分是𝑘1 > −2𝑘2且2𝑘1/2 6

2𝑗2/2−𝑘2 , 记为II, 第三部分是𝑘1 > −2𝑘2且2𝑘1/2 > 2𝑗2/2−𝑘2 , 记为III. 对于第一
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部分易得𝐼.1. 对于第II项, 先对𝑗1, 𝑗2, 𝑗3求和则得

𝐼𝐼.
∑︁

−2𝑘26𝑘16𝑘2

2(𝑘1+2𝑘2)(𝑏−1)

⟨2𝑘1⟩𝑠
.

从而再分𝑘1 > 1和𝑘1 6 1来处理, 可得如果1 + 𝑠 < 𝑏 6 1 + 𝑠/3则有𝐼𝐼.1. 对于

第三部分同样有

𝐼𝐼𝐼.
∑︁

−2𝑘26𝑘16𝑘2

2(𝑘1+2𝑘2)(𝑏−1)

⟨2𝑘1⟩𝑠
.

从而得如果1 + 𝑠 < 𝑏 6 1 + 𝑠/3则有𝐼𝐼𝐼.1.

如果𝑗2 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 则利用引理5.3.2 (b)类似之前的分析得如果0 6 𝑏 − 𝑏′ 6

1/2 + 𝑠
3

(5.3.12).
∑︁

𝑘𝑖∈Z,𝑗𝑖∈Z+

2𝑗3(𝑏−1)2𝑘3

⟨2𝑘1⟩𝑠2𝑗1𝑏′2𝑗2𝑏′
min(2(𝑗1+𝑗3)/22−𝑘2 , 2𝑗1/22𝑘1/2).1.

如果𝑗1 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 则利用引理5.3.2 (b)类似可得如果0 6 𝑏− 𝑏′ 6 1/4

(5.3.12).
∑︁

𝑘𝑖∈Z,𝑗𝑖∈Z+

2𝑗3(𝑏−1)2𝑘3

⟨2𝑘1⟩𝑠2𝑗1𝑏′2𝑗2𝑏′
min(2(𝑗2+𝑗3)/22−(𝑘2+𝑘1)/2, 2𝑗2/22𝑘1/2).1.

情形3(高低频相互作用II): 𝑘2 > 100, |𝑘3 − 𝑘2| 6 10, 𝑘1 > 𝑘2 − 10. 利用引

理5.3.2 (c)类似情形2的分析得如果𝑠 > −3/4, 1/2 < 𝑏 < 3/4 + 𝑠/3

(5.3.12).
∑︁

𝑘𝑖∈Z,𝑗𝑖∈Z+,

2𝑗𝑚𝑎𝑥(𝑏−1)2𝑘3(1−𝑠)2𝑗𝑚𝑖𝑛/22𝑗𝑚𝑒𝑑/4

2𝑗𝑚𝑖𝑛𝑏′2𝑗𝑚𝑒𝑑𝑏′2𝑘𝑚𝑎𝑥/4
.
∑︁
𝑘>1

2𝑘(3/4−𝑠+3(𝑏−1)).1.

情形4(高高频相互作用): 𝑘2 > 100, |𝑘1 − 𝑘2| 6 5, 𝑘3 6 𝑘2 − 10. 如

果𝑗3 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 利用引理5.3.2 (c)类似情形2的分析得如果1/2 < 𝑏 < 5
4 + 𝑠

(5.3.12) .
∑︁

𝑘𝑖∈Z,𝑗𝑖∈Z+

⟨2𝑘3⟩𝑠2𝑗3(𝑏−1)2𝑘3

⟨2𝑘1⟩𝑠2𝑗1𝑏′⟨2𝑘2⟩𝑠2𝑗2𝑏′
2(𝑗1+𝑗2)/22−𝑘1/22−𝑘3/2

.
∑︁
𝑘𝑖∈Z

⟨2𝑘3⟩𝑠max(1, 2𝑘3+2𝑘1)𝑏−12𝑘3/2

22𝑠𝑘12𝑘1/2
.1. (5.3.14)

如果𝑗1 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 利用引理5.3.2 (c)类似情形2的分析得如果𝑏− 𝑏′ 6 −1/2− 𝑠

(5.3.12) .
∑︁

𝑘𝑖∈Z,𝑗𝑖∈Z+

⟨2𝑘3⟩𝑠2𝑗3(𝑏−1)2𝑘3

⟨2𝑘1⟩𝑠2𝑗1𝑏′⟨2𝑘2⟩𝑠2𝑗2𝑏′
2(𝑗2+𝑗3)/22−𝑘1
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.
∑︁
𝑘𝑖∈Z

⟨2𝑘3⟩𝑠max(1, 2𝑘3+2𝑘1)𝑏−𝑏
′−1/22𝑘3−𝑘1

22𝑠𝑘1
.1. (5.3.15)

如果𝑗2 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 根据对称性, 这与𝑗1 = 𝑗𝑚𝑎𝑥是一样的.

综合上述所有的条件可得我们证明了: 如果𝑠 ∈ (−3/4,−1/2), 1/2 < 𝑏 <

3/4 + 𝑠/3, 1/2 < 𝑏′ 6 𝑏满足𝑏− 𝑏′ 6 −1/2− 𝑠, 则(5.3.2)成立. 从而定理5.3.1得

证. �

对于𝑠较大的情形, 也有相应的估计. 事实上, 读者可以用上面的方法证明

如下定理. 对𝑎 ∈ R, 我们用𝑎+表示𝑎+ 𝜖对任意固定的0 < 𝜖≪ 1.

定定定理理理 5.3.3. 如果−3/4 < 𝑠 6 0, 则存在𝑏 ∈ (1/2, 1)使得

‖𝜕𝑥(𝑢1𝑢2)‖𝑋𝑠,𝑏−1 6 𝐶‖𝑢1‖𝑋𝑠,𝑏‖𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏 . (5.3.16)

以及

‖𝜕𝑥(𝑢1𝑢2)‖𝑋𝑠,𝑏−1.‖𝑢1‖𝑋−3/4+,𝑏‖𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏 + ‖𝑢1‖𝑋𝑠,𝑏‖𝑢2‖𝑋−3/4+,𝑏 . (5.3.17)

注注注记记记5.3.4. 定理5.3.3的条件𝑠 > −3/4是必要的. 当𝑠 < −3/4时, Kenig,

Ponce和Vega[81]证明了(5.3.16)对任意的𝑏 ∈ R不成立. 当𝑠 = −3/4时同样的结

论由Nakanishi, Takaoka和Tsutsumi[123]证明.

接下来我们用得到的双线性估计来证明KdV方程的局部适定性理论. 首

先假设初始值𝑢0 ∈ 𝐻𝑠, −3/4 < 𝑠 < −1/2, 定义如下算子和集合

Φ𝑢0(𝑢) = 𝜓1(𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0 − 𝜓1(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑡′)𝜓𝑇 (𝑡

′)𝜕𝑥(𝑢
2)(𝑡′)𝑑𝑡′,

ℬ = {𝑢 ∈ 𝑋𝑠,𝑏 : ‖𝑢‖𝑋𝑠,𝑏 6 2𝐶‖𝑢0‖𝐻𝑠}.

下面证明只要选取𝑇适当小, 映射Φ𝑢0在ℬ上是压缩映射.

由命题5.1.5, 命题5.1.4和定理5.3.1, 对1/2 < 𝑏 < 𝑏′ < 1有

‖Φ𝑢0(𝑢)‖𝑋𝑠,𝑏 6𝐶‖𝑢0‖𝐻𝑠 + 𝐶𝑇 𝑏
′−𝑏‖𝑢‖2𝑋𝑠,𝑏

6𝐶‖𝑢0‖𝐻𝑠 + 4𝐶2𝑇 𝑏
′−𝑏‖𝑢0‖2𝐻𝑠 .

因此, 如果选定𝑇使得

4𝐶𝑇 𝑏
′−𝑏‖𝑢0‖𝐻𝑠 6 1/2,
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则有Φ𝑢0(ℬ) ⊂ ℬ. 假设(𝑢1, 𝑢2) ∈ ℬ, 类似与上述讨论, 我们得到

‖Φ𝑢0(𝑢1)− Φ𝑢0(𝑢2)‖𝑋𝑠,𝑏 6 1/2‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏 .

因此, Φ𝑢0是ℬ 上的压缩映射. 根据压缩映射原理可得Φ𝑢0在ℬ中有唯一的不动
点𝑢 ∈ ℬ

𝑢(𝑡) = 𝜓1(𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0 − 𝜓1(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑡′)𝜓𝑇 (𝑡

′)𝜕𝑥(𝑢
2)(𝑡′)𝑑𝑡′.

从而知当限制在𝑡 ∈ [−𝑇, 𝑇 ]时有

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 −
∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑡′)𝜕𝑥(𝑢

2)(𝑡′)𝑑𝑡′,

从而𝑢是KdV方程(5.3.1)在[−𝑇, 𝑇 ]的解且𝑢 ∈ 𝑋𝑠,𝑏
𝑇 , 其中𝑋𝑠,𝑏

𝑇 如下定义:

‖𝑢‖
𝑋𝑠,𝑏

𝑇
= inf{‖̃︀𝑢‖𝑋𝑠,𝑏 : ̃︀𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡)当𝑡 ∈ [−𝑇, 𝑇 ]}.

接下来采用[110]中的办法来证明在𝑋𝑠,𝑏
𝑇 中𝑢是KdV方程的唯一解. 假

设𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑋𝑠,𝑏
𝑇 都是KdV方程的解且具有同样的初值𝑢0, 我们将证明𝑢1(𝑡) =

𝑢2(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑇, 𝑇 ]. 根据对称性, 我们只需要证明𝑢1(𝑡) = 𝑢2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

对𝛿 > 0, 其中𝛿待定, 对𝑖 = 1, 2, 定义̃︀𝑢𝑖如下
̃︀𝑢𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝛿],

𝑢𝑖(2𝛿 − 𝑡), 𝑡 ∈ [𝛿, 2𝛿],

𝑢0, 其余.

(5.3.18)

所以可知𝑡 → ̃︀𝑢𝑖(𝑡)是连续的, 且𝜓(𝑡)̃︀𝑢𝑖(𝑡) ∈ 𝑋𝑠,𝑏, ̃︀𝑢1(𝑡) − ̃︀𝑢2(𝑡) = 0当𝑡 ∈
R/[0, 2𝛿].

因为𝑢1, 𝑢2是方程的解, 所以当𝑡 ∈ [0, 𝛿]时有

𝑢1(𝑡)− 𝑢2(𝑡) = −𝜓1(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑡′)𝜓𝛿(𝑡

′)𝜕𝑥[(̃︀𝑢1 − ̃︀𝑢2)(𝑢1 + 𝑢2)](𝑡
′)𝑑𝑡′.

对𝑇 > 0定义

‖𝑢‖
𝑋𝑠,𝑏

𝑇+
= inf{‖̃︀𝑢‖𝑋𝑠,𝑏 : ̃︀𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡)当𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]}.

所以由命题5.1.5, 命题5.1.4和定理5.3.1得

‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏
𝛿+
6 𝛿𝑏

′−𝑏(‖𝑢‖
𝑋𝑠,𝑏

𝑇
+ ‖𝑣‖

𝑋𝑠,𝑏
𝑇
)‖̃︀𝑢1 − ̃︀𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏 .
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由构造可知

‖̃︀𝑢1 − ̃︀𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏 6 2‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏
𝛿+
,

从而得

‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏
𝛿+
6 𝐶𝛿𝑏

′−𝑏(‖𝑢‖
𝑋𝑠,𝑏

𝑇
+ ‖𝑣‖

𝑋𝑠,𝑏
𝑇
)‖𝑢1 − 𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏

𝛿+
.

选取𝛿使得𝐶𝛿𝑏
′−𝑏(‖𝑢‖

𝑋𝑠,𝑏
𝑇

+ ‖𝑣‖
𝑋𝑠,𝑏

𝑇
) < 1/2, 我们得到𝑢1(𝑡) = 𝑢2(𝑡)当𝑡 ∈ [0, 𝛿].

重复此过程, 我们得到了[0, 𝑇 ]上的唯一性.

对于𝑠大的情形, 我们可以利用KdV方程的一个尺度变换不变性. 容易验

证KdV方程(5.3.1)在如下变换下不变: 对任意的𝜆 > 0

𝑢(𝑥, 𝑡) → 𝜆2𝑢(𝜆𝑥, 𝜆3𝑡), 𝑢0(𝑥) → 𝜆2𝑢0(𝜆𝑥). (5.3.19)

从而�̇�−3/2是临界空间在下述意义: ‖𝜆2𝑢0(𝜆·)‖�̇�−3/2 = ‖𝑢0‖�̇�−3/2 . 由事实

‖𝜆2𝑢0(𝜆𝑥)‖𝐻−3/4+.𝜆
3
2
+‖𝑢0‖𝐻−3/4+ + 𝜆3/4+‖𝑢0‖𝐻−3/4+ ,

从而选取𝜆足够小, 我们可以假设

‖𝜑‖𝐻−3/4+ 6 𝜖0 ≪ 1. (5.3.20)

剩下的论述与−3/4 < 𝑠 < −1/2时的情形类似, 留给读者思考. 所以我们证明

了如下定理

定定定理理理 5.3.5. 设𝑠 ∈ (−3/4, 0], 𝑢0 ∈ 𝐻𝑠, 则存在𝑇 = 𝑇 (‖𝑢0‖𝐻−3/4+) > 0以

及𝑏 > 1/2, KdV方程(5.3.1)有唯一的解𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑋𝑠,𝑏
𝑇 ⊂ 𝐶([−𝑇, 𝑇 ];𝐻𝑠). 此外,

∀ 𝑅 > 0, 映射𝑢0 → 𝑢(𝑡)是{𝜑 ∈ 𝐻𝑠, ‖𝜑‖𝐻𝑠 6 𝑅}到𝐶([−𝑇, 𝑇 ];𝐻𝑠)Lipschitz连

续的.

S5.4 KdV方方方程程程在在在𝐻−3/4的的的局局局部部部适适适定定定性性性

在前一节我们主要研究了当𝑠 > −3/4时Korteweg-de Vries方程在𝐻𝑠的局

部适定性, 现在知核心的双线性估计在𝑠 6 −3/4时是不成立的, 事实上KdV方

程在𝑠 < −3/4时是不适定的(解映射不再是局部一致连续的)[25, 84]. 因此一个

自然的问题是在𝑠 = −3/4时KdV方程是否局部适定, 这是本节的主要内容, 这

里的结果是由[55]得到的.
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我们首先考虑一个𝑋𝑠,𝑏中的双线性估计的端点情形: 𝑏 = 1/2. 在第5.1节

中, 我们已经介绍了当𝑏 = 1/2时, 𝑋𝑠,𝑏有一个很好的代替𝐹 𝑠(这一节我们同样

固定𝜑(𝜉) = 𝜉3), 因此是否能在𝐹 𝑠中有双线性估计, 即如下类型的估计:

‖𝜕𝑥(𝑢𝑣)‖𝑁𝑠 6 𝐶(‖𝑢‖𝐹 𝑠‖𝑣‖𝐹 𝑠 + ‖𝑣‖𝐹 𝑠‖𝑢‖𝐹 𝑠). (5.4.1)

根据空间𝐹 𝑠和𝑁 𝑠的定义, 为得到双线性估计(5.4.1), 必须首先得到频率二进局

部化后的估计

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘3(𝜉)𝜉(Δ̂𝑘1𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)‖𝑋𝑘3
6 𝐶(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3) · ‖Δ̂𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1

‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2
.

根据支集性质, 要使𝜙𝑘3(𝜉)(Δ̂𝑘1𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)不恒为0, 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3必须满足

|max(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)−med(𝑘1, 𝑘2, 𝑘3)| 6 5.

依据𝑘1, 𝑘2, 𝑘3之间的大小关系, 可将频率的相互作用分成以下几种情形:

高×低→高, 低×高→高, 高×高→低, 高×高→高, 低×低→低. 首先对每个

情形得到相应的估计.

利用引理5.1.8, 定理5.2.1和引理5.2.4的证明, 可得如下命题.

命命命题题题5.4.1. 设𝑘 ∈ Z+, 𝑗 ∈ N, 𝐼 ⊂ R且|𝐼|.1, 则

‖Δ𝑘(𝑢)‖𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥
.‖F [Δ𝑘(𝑢)]‖𝑋𝑘

,

‖Δ𝑘(𝑢)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡∈𝐼
.23𝑘/4‖F [Δ𝑘(𝑢)]‖𝑋𝑘

,

‖Δ𝑘(𝑢)‖𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡
.2𝑘/4‖F [Δ𝑘(𝑢)]‖𝑋𝑘

,

‖Δ𝑗(𝑢)‖𝐿∞
𝑥 𝐿2

𝑡
.2−𝑗‖F [Δ𝑗(𝑢)]‖𝑋𝑗 .

现在我们来依次处理频率相互作用的不同情形. 对于双线性估计, 对应三

个频率相互作用, 从而相对简单, 对于高次线性估计, 情形更多一些, 但是这里

的方法很容易推广过去, 例如可见[52]. 读者在阅读中应注意把握分情况讨论

的基本想法.

命命命题题题5.4.2. (a) 如果𝑘 > 10, |𝑘 − 𝑘2| 6 5, 则

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘(𝜉)𝜉(̂︂Δ0𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)‖𝑋𝑘
.‖̂︂Δ0𝑣‖𝑋0‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2

. (5.4.2)

(b) 如果𝑘 > 10, |𝑘 − 𝑘2| 6 5且1 6 𝑘1 6 𝑘 − 9, 则

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘(𝜉)𝜉(Δ̂𝑘1𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)‖𝑋𝑘
.𝑘32−𝑘/2−𝑘1‖Δ̂𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1

‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2
.

(5.4.3)
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证明.为了符号的简单起见, 在证明中假设𝑘 = 𝑘2. 本节总假定

𝑢𝑘,𝑗 = 𝜙𝑘(𝜉)𝜙𝑗(𝜏 − 𝜉3)̂︀𝑢.
首先证明(a). 由𝑋𝑘的定义可得

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘(𝜉)𝜉(̂︂Δ0𝑢 * ̂︂Δ𝑘𝑣)‖𝑋𝑘
.2𝑘

∑︁
𝑗,𝑗1,𝑗2>0

2−𝑗/2‖1𝐷𝑘,𝑗
(𝑢0,𝑗1 * 𝑣𝑘,𝑗2)‖2.

类似与引理5.3.2(b)的证明可得

‖1𝐷𝑘,𝑗
(𝑢0,𝑗1 * 𝑣𝑘,𝑗2)‖2.2−𝑘2(𝑗1+𝑗2)/2‖𝑢0,𝑗1‖2‖𝑣𝑘,𝑗2‖2.

因此有

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘(𝜉)𝜉(̂︂Δ0𝑢 * ̂︂Δ𝑘𝑣)‖𝑋𝑘
.2𝑘

∑︁
𝑗,𝑗1,𝑗2>0

2−𝑗/2‖1𝐷𝑘,𝑗
(𝑢0,𝑗1 * 𝑣𝑘,𝑗2)‖2

.‖̂︂Δ0𝑣‖𝑋0‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2
.

因此(a)得证.

对于(b), 同样利用𝑋𝑘的定义可得

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘(𝜉)𝜉(Δ̂𝑘1𝑢 * ̂︂Δ𝑘𝑣)‖𝑋𝑘
.2𝑘

∑︁
𝑗𝑖>0

2−𝑗3/2‖1𝐷𝑘,𝑗3
· (𝑢𝑘1,𝑗1 * 𝑣𝑘,𝑗2)‖2.

(5.4.4)

由支集性质知可以假设在(5.4.4)的右边项的求和中有𝑗𝑚𝑎𝑥 > 2𝑘 + 𝑘1 − 10. 同

样可以假设在求和中有𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 6 10𝑘, 否则可以利用引理5.3.2(a)可立即得到.

利用引理5.3.2(b)可得

2𝑘
∑︁

𝑗3,𝑗1,𝑗2>0

2−𝑗3/2‖1𝐷𝑘,𝑗
(𝑢𝑘1,𝑗1 * 𝑣𝑘,𝑗2)‖2

. 2𝑘
∑︁

𝑗3,𝑗1,𝑗2>0

2−𝑗/22𝑗𝑚𝑖𝑛/22−𝑘/22−𝑘1/22𝑗𝑚𝑒𝑑/2‖𝑢𝑘1,𝑗1‖2‖𝑣𝑘,𝑗2‖2

. 2𝑘
∑︁

𝑗𝑚𝑎𝑥>2𝑘+𝑘1−10

𝑘32−𝑘/22−𝑘1/22−𝑗𝑚𝑎𝑥/2‖Δ̂𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1
‖̂︂Δ𝑘𝑣‖𝑋𝑘

. 𝑘32−𝑘/22−𝑘1‖Δ̂𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1
‖̂︂Δ𝑘𝑣‖𝑋𝑘

,

因此, 命题得证. �

当低频与高频大小相当时, 我们有
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命命命题题题5.4.3. 如果𝑘 > 10, |𝑘 − 𝑘2| 6 5以及𝑘 − 9 6 𝑘1 6 𝑘 + 10, 则有

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉(
̂︂Δ𝑘𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)‖𝑋𝑘1

. 2−3𝑘/4‖̂︂Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘
‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2

. (5.4.5)

证明.类似于命题5.4.2的证明, 我们假设𝑘 = 𝑘2且由𝑋𝑘1的定义得

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉(
̂︂Δ𝑘𝑢 * ̂︂Δ𝑘𝑣)‖𝑋𝑘1

. 2𝑘1
∑︁
𝑗𝑖>0

2−
𝑗1
2 ‖1𝐷𝑘1,𝑗1

(𝑢𝑘,𝑗2 * 𝑣𝑘,𝑗3)‖2.

(5.4.6)

由函数的支集性质知可以假设在求和中有𝑗𝑚𝑎𝑥 > 3𝑘 − 20, 象前面一样我们也

可以假设𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 6 10𝑘. 利用引理5.3.2(c)可得

2𝑘1
∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3>0

2−𝑗1/2‖1𝐷𝑘1,𝑗1
(𝑢𝑘,𝑗2 * 𝑣𝑘,𝑗3)‖2

.
(︀ ∑︁
𝑗1=𝑗𝑚𝑎𝑥

+
∑︁

𝑗2=𝑗𝑚𝑎𝑥

+
∑︁

𝑗3=𝑗𝑚𝑎𝑥

)︀
2−𝑗1/223𝑘/42𝑗𝑚𝑖𝑛/22𝑗𝑚𝑒𝑑/4‖𝑢𝑘,𝑗2‖2‖𝑣𝑘,𝑗3‖2

:= 𝐼 + 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼𝐼.

对于𝐼项, 很容易控制, 这里不详叙述. 由对称性, 剩下只要控制𝐼𝐼, 将它分成两

部分得到

𝐼𝐼.
(︀ ∑︁
𝑗2=𝑗𝑚𝑎𝑥,𝑗16𝑗3

+
∑︁

𝑗2=𝑗𝑚𝑎𝑥,𝑗1>𝑗3

)︀
2−𝑗1/223𝑘/42𝑗𝑚𝑖𝑛/22𝑗𝑚𝑒𝑑/4‖𝑢𝑘,𝑗2‖2‖𝑣𝑘,𝑗3‖2

:=𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼2.

对于𝐼𝐼1, 先对𝑗1求和可得

𝐼𝐼1.
∑︁

𝑗2=𝑗𝑚𝑎𝑥,𝑗16𝑗3

2−𝑗1/223𝑘/42𝑗1/22𝑗3/4‖𝑢𝑘,𝑗2‖2‖𝑣𝑘,𝑗3‖2

.
∑︁

𝑗2>3𝑘−20,𝑗3>0

23𝑘/42𝑗3/2‖𝑢𝑘,𝑗2‖2‖𝑣𝑘,𝑗3‖2

.2−3𝑘/4‖̂︂Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘
‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2

.

对于𝐼𝐼2有

𝐼𝐼2.
∑︁

𝑗2=𝑗𝑚𝑎𝑥,𝑗1>𝑗3

2−𝑗1/223𝑘/42𝑗3/22𝑗1/4‖𝑢𝑘,𝑗2‖2‖𝑣𝑘,𝑗3‖2

.2−3𝑘/4‖̂︂Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘
‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2

.

因此, 命题得证. �

接下来考虑低低频相互作用. 一般而言, 这个相互作用在多数情形(如果

初值空间为𝐻𝑠)都是容易控制的.
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命命命题题题5.4.4. 如果0 6 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 6 100, 则

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉(Δ̂𝑘2𝑢 * Δ̂𝑘3𝑣)‖𝑋𝑘1
.‖Δ̂𝑘2𝑢‖𝑋𝑘2

‖Δ̂𝑘3𝑣‖𝑋𝑘3
. (5.4.7)

证明.由𝑋𝑘1的定义可得

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉(Δ̂𝑘2𝑢 * Δ̂𝑘3𝑣)‖𝑋𝑘1
. 2𝑘1

∑︁
𝑗𝑖>0

2−𝑗1/2‖1𝐷𝑘1,𝑗1
(𝑢𝑘2,𝑗2 * 𝑣𝑘3,𝑗3)‖2.

由函数的支集性质知要使1𝐷𝑘1,𝑗
(𝑢𝑘2,𝑗1 * 𝑣𝑘3,𝑗2)不恒为0必须满足|𝑗𝑚𝑎𝑥− 𝑗𝑚𝑒𝑑| 6

10或者𝑗𝑚𝑎𝑥 6 1000. 由引理5.3.2(a)立即得

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉(Δ̂𝑘2𝑢 * Δ̂𝑘3𝑣)‖𝑋𝑘1
.‖Δ̂𝑘2𝑢‖𝑋𝑘2

‖Δ̂𝑘3𝑣‖𝑋𝑘3
,

因此命题得证. �

对于低频的相互作用, 事实上我们很容易可以证明一个更强的结论.

命命命题题题5.4.5. 如果0 6 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 6 100, 则有

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉
(︀
F [𝜓(𝑡)Δ𝑘2𝑢] * Δ̂𝑘3𝑣

)︀
‖𝑋𝑘1
.‖Δ𝑘2𝑢‖𝐿∞

𝑡 𝐿2
𝑥
‖Δ𝑘3𝑣‖𝐿∞

𝑡 𝐿2
𝑥
.

证明.由𝑋𝑘1的定义, Plancherel等式以及Bernstein不等式得到

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉(F [𝜓(𝑡)Δ𝑘2𝑢] * Δ̂𝑘3𝑣)‖𝑋𝑘1

. 2𝑘1
∑︁
𝑗3>0

2−𝑗3/2‖𝜓(𝑡)Δ𝑘2𝑢 ·Δ𝑘3𝑣‖𝐿2
𝑡𝐿

2
𝑥
.‖Δ𝑘2𝑢‖𝐿∞

𝑡 𝐿2
𝑥
‖Δ𝑘3𝑣‖𝐿∞

𝑡 𝐿2
𝑥
,

因此命题得证. �

最后一个情形是高高频相互作用. 容易看出这个情形在负正则性的问题

中是比较坏的, 因为𝑠 < 0时如果𝑢, 𝑣集中在很高的频率则‖𝑢‖𝐹 𝑠 , ‖𝑣‖𝐹 𝑠都很小.

命命命题题题5.4.6. (a) 如果𝑘 > 10且|𝑘 − 𝑘2| 6 5, 则有

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙0(𝜉)𝜉(̂︂Δ𝑘𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)‖𝑋0. 𝑘2−3𝑘/2‖̂︂Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘
‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2

.

(b) 如果𝑘 > 10, |𝑘 − 𝑘2| 6 5, 以及1 6 𝑘1 6 𝑘 − 9, 则有

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉(
̂︂Δ𝑘𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)‖𝑋𝑘1

.(2−
3𝑘
2 + 𝑘2−2𝑘+

𝑘1
2 )‖̂︂Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘

‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2
.
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证明.首先证(a). 不妨假设𝑘 = 𝑘2且由定义知要证明的不等式的左边项小

于等于

0∑︁
𝑘3=−∞

2𝑘3
∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3>0

2−𝑗3/2‖1𝐷𝑘3,𝑗3
· (𝑢𝑘,𝑗1 * 𝑣𝑘,𝑗2)‖2. (5.4.8)

上式关于𝑘3的求和分成𝑘3 < −10𝑘 和𝑘3 > −10𝑘 两部分, 只需考虑𝑘3 > −10𝑘

时的求和. 类似地, 又只需要考虑𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 6 10𝑘 时的求和. 考虑最坏的情

形|𝑗3 − 2𝑘 − 𝑘3| 6 10. 利用引理5.3.2(b)得

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙0(𝜉)𝜉(̂︂Δ𝑘𝑢 * ̂︂Δ𝑘𝑣)‖𝑋0

.
0∑︁

𝑘3=−10𝑘

∑︁
𝑗1,𝑗2>0

2−𝑘2−𝑘3/22𝑘32−𝑘/22−𝑘3/22𝑗1/22𝑗2/2‖𝑢𝑘,𝑗1‖2‖𝑣𝑘,𝑗2‖2

.𝑘2−3𝑘/2‖̂︂Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘
‖̂︂Δ𝑘𝑣‖𝑋𝑘

, (5.4.9)

因此(a)得证.

现在证(b). 同样假设𝑘 = 𝑘2且由定义知

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉(
̂︂Δ𝑘𝑢 * ̂︂Δ𝑘𝑣)‖𝑋𝑘1

.2𝑘1
∑︁
𝑗𝑖>0

2−𝑗1/2‖1𝐷𝑘1,𝑗1
· (𝑢𝑘,𝑗2 * 𝑣𝑘,𝑗3)‖2.

(5.4.10)

由支集性质, 𝑗𝑚𝑎𝑥 > 2𝑘 + 𝑘1 − 10. 同上, 可以假设求和中𝑗1, 𝑗2, 𝑗3 6 10𝑘.

我们将分情况控制(5.4.10)的右边项. 情形一是在求和中𝑗1 = 𝑗𝑚𝑎𝑥. 利用引

理5.3.2(b)可得

2𝑘1
∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3>0

2−𝑗1/2‖1𝐷𝑘1,𝑗1
· (𝑢𝑘,𝑗2 * 𝑣𝑘,𝑗3)‖2

. 2𝑘1
∑︁

𝑗1>2𝑘+𝑘1−10

∑︁
𝑗2,𝑗3>0

2−𝑗1/22−𝑘/22−𝑘1/22(𝑗2+𝑗3)/2‖𝑢𝑘,𝑗2‖2‖𝑣𝑘,𝑗3‖2

.2−3𝑘/2‖̂︂Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘
‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2

.

情形二是𝑗2 = 𝑗𝑚𝑎𝑥, 在这个情形之下有更好的特征函数乘子估计. 利用引

理5.3.2(b)可得

2𝑘1
∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3>0

2−𝑗1/2‖1𝐷𝑘1,𝑗1
· (𝑢𝑘,𝑗2 * 𝑣𝑘,𝑗3)‖2

. 2𝑘1
∑︁

𝑗2>2𝑘+𝑘1−10

∑︁
𝑗1,𝑗3>0

2−𝑗1/22−𝑘2(𝑗1+𝑗3)/2‖𝑢𝑘,𝑗2‖2‖𝑣𝑘,𝑗3‖2
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.𝑘2−2𝑘2𝑘1/2‖̂︂Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘
‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2

,

其中在最后一个不等式利用了𝑗1 6 10𝑘. 由对称性, 最后一个情形𝑗3 = 𝑗𝑚𝑎𝑥

与情形𝑗2 = 𝑗𝑚𝑎𝑥一样. 因此, 命题得证. �

现在用得到的这些命题来给出𝐹 𝑠中的双线性估计.

定定定理理理 5.4.7. 固定𝑠 ∈ (−3/4, 0]. 则∀ 𝑠 6 𝜎 6 0, 存在常数𝐶 > 0使

得∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 𝜎有

‖𝜕𝑥(𝑢𝑣)‖𝑁𝜎 6 𝐶(‖𝑢‖𝐹 𝑠‖𝑣‖𝐹𝜎 + ‖𝑣‖𝐹 𝑠‖𝑢‖𝐹𝜎). (5.4.11)

证明.由定义可得

‖𝜕𝑥(𝑢𝑣)‖2𝑁𝜎 =
∑︁
𝑘3∈Z+

22𝜎𝑘3‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘3(𝜉)𝜉(̂︀𝑢 * ̂︀𝑣)‖2𝑋𝑘3
.

将𝑢, 𝑣二进制分解可得

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘3(𝜉)𝜉(̂︀𝑢 * ̂︀𝑣)‖𝑋𝑘3

.
∑︁

𝑘1,𝑘2∈Z+

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘3(𝜉)𝜉(Δ̂𝑘1𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)‖𝑋𝑘3
. (5.4.12)

由函数的支集性质可得|𝑘𝑚𝑎𝑥 − 𝑘𝑚𝑒𝑑| 6 5. 由对称性可以假定𝑘1 6 𝑘2. 将上式

中的求和分成四个部分可得(5.4.12)的右边小于等于

(︀ 4∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑘1,𝑘2∈𝐴𝑗

)︀
‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘3(𝜉)𝜉(Δ̂𝑘1𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)‖𝑋𝑘3

, (5.4.13)

其中𝐴𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4如下定义

𝐴1 = {𝑘2 > 10, |𝑘2 − 𝑘3| 6 5, 𝑘1 6 𝑘2 − 10};

𝐴2 = {𝑘2 > 10, |𝑘2 − 𝑘3| 6 5, 𝑘2 − 9 6 𝑘1 6 𝑘2 + 10};

𝐴3 = {𝑘2 > 10, |𝑘2 − 𝑘1| 6 5, 𝑘3 6 𝑘1 − 10};

𝐴4 = {𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 6 100}.

因此, (5.4.11)则立即由命题5.4.2-5.4.6, 条件−3/4 < 𝑠 6 0以及离散形式

的Young不等式得到. �

有了这个双线性估计, 结合尺度变换不变性(5.3.19), 同样可以证明KdV方

程在𝐻𝑠(𝑠 > −3/4)中的局部适定性. 从定理5.4.7的证明中可以知道, 𝑠 >
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−3/4的条件来源于命题5.4.6(a). 因此为考虑端点情形𝑠 = −3/4, 自然会问定

理5.4.7是否对𝑠 = −3/4成立, 即命题5.4.6(a)中的界能否改进到2−3𝑘/2? 很遗

憾, 下面的反例说明, 这样的改进是不可能的. 这一个反例是由N. Kishimoto

[96]利用文[123]中的方法给出的.

命命命题题题5.4.8. 如果𝑘 > 200且|𝑘 − 𝑘2| 6 5, 则存在𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹−3/4使得

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙0(𝜉)𝜉(̂︂Δ𝑘𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)‖𝑋0& log(𝑘)2−
3𝑘
2 ‖̂︂Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘

‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2
.(5.4.14)

证明.令𝑁 = 2𝑘, 选取𝑚 ∈ N足够大且满足2𝑚 ≪ 𝑁1/2. 对𝑗 = 0, 1, · · · ,𝑚,

定义𝑅0
𝑗 ⊂ R2是平面上一个平行四边形区域, 四个顶点为

(𝜏, 𝜉) = (0, 0), (1, 0), (3 · 2−𝑗𝑁3/2 + 1, 2−𝑗𝑁−1/2), (3 · 2−𝑗𝑁3/2, 2−𝑗𝑁−1/2).

然后令𝑅𝑗 := ((𝑁 + 2𝑗𝑁−1/2)3, 𝑁 + 2𝑗𝑁−1/2) +𝑅0
𝑗 . 选取

̂︀𝑢 = ̂︀𝑣 = 𝑁

𝑚∑︁
𝑗=0

2𝑗/2𝑎𝑗1𝑅𝑗∪(−𝑅𝑗),

其中𝑎𝑗是大于0的实数. 容易知道∪𝑚𝑗=0𝑅𝑗 ⊂ {(𝜏, 𝜉) : |𝜏 − 𝜉3| 6 10}, 因此得

𝑁−3/2‖̂︂Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘
‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2

∼ 𝑁2
𝑚∑︁
𝑗=0

[𝑁−3/42𝑗/2𝑎𝑗 |𝑅𝑗 |1/2]2 ∼
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎2𝑗 .

另一方面, 注意到对1 6 𝑗 6 𝑚有

1𝑅𝑗 * 1−𝑅0&|𝑅𝑗 |1(𝜏 (𝑗),𝜉(𝑗))−1/2𝑅0
0
∼ 2−𝑗𝑁−1/21(𝜏 (𝑗),𝜉(𝑗))−1/2𝑅0

0
, (5.4.15)

其中

(𝜏 (𝑗), 𝜉(𝑗)) = ((𝑁 + 2𝑗𝑁−1/2)3, 𝑁 + 2𝑗𝑁−1/2)− ((𝑁 +𝑁−1/2)3, 𝑁 +𝑁−1/2).

因此得‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙0(𝜉)𝜉̂︂Δ𝑘𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋0大于等于

∞∑︁
𝑗′=0

2−𝑗
′/2‖𝜙𝑗′(𝜏 − 𝜉3)𝜙0(𝜉)𝜉(𝑁

𝑚∑︁
𝑗=1

2𝑗/2𝑎𝑗1𝑅𝑗 ) * (𝑁𝑎01−𝑅0)‖𝐿2 . (5.4.16)

由(5.4.15)得(5.4.16)大于等于

𝑁3/2𝑎0

∞∑︁
𝑗′=0

2−𝑗
′/2‖𝜙𝑗′(𝜏 − 𝜉3)𝜙0(𝜉)𝜉

𝑚∑︁
𝑗=1

2−𝑗/2𝑎𝑗1(𝜏 (𝑗),𝜉(𝑗))−1/2𝑅0
0
‖𝐿2 .(5.4.17)
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容易看出如果(𝜏, 𝜉) ∈ (𝜏 (𝑗), 𝜉(𝑗)) − 1/2𝑅0 (𝑗 > 1), 则有|𝜉| ∼ 2𝑗𝑁−1/2且|𝜏 | ∼
2𝑗𝑁3/2, 从而知(5.4.17)等价于

𝑁3/2𝑎0
∑︀

𝑗′>0,2𝑗𝑁3/2∼2𝑗′ 2
−𝑗′/2‖𝜙𝑗′(𝜏 − 𝜉3)𝜙0(𝜉)𝜉2

−𝑗/2𝑎𝑗1(𝜏 (𝑗),𝜉(𝑗))−1/2𝑅0
0
‖𝐿2

∼ 𝑁3/2𝑎0
∑︀𝑚

𝑗=1(2
𝑗𝑁3/2)−1/22𝑗𝑁−1/22−𝑗/2𝑎𝑗 |𝑅0

0|1/2 ∼ 𝑎0
∑︀𝑚

𝑗=1 𝑎𝑗 .

选取𝑎𝑗 = 1/(𝑗 + 1), 命题得证. �

上述命题表明, 当𝑠 = −3/4时, 无法直接使用𝐹 𝑠结构或者𝑋𝑠,𝑏结构来得

到KdV方程的局部适定性. 从前面的讨论知, 问题只出现在低频部分𝑃60𝑢的结

构上. 但是幸运地是, 采取一个新的低频结构, 能够弥补命题5.4.6(a)的对数发

散. 在低频时采取如下结构:

‖𝑢‖�̄�0
= ‖𝑢‖𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡
.

由命题5.4.1知

‖𝜙0(𝑡)Δ0𝑢‖�̄�0
.‖Δ0𝑢‖𝑋0 . (5.4.18)

从而这里的低频结构比𝐹 𝑠中的结构更弱, 但是在另一方面我们得: 对任意

的1 6 𝑞 6∞以及2 6 𝑟 6∞有

‖Δ0𝑢‖𝐿𝑞
|𝑡|6𝑇𝐿

𝑟
𝑥∩𝐿𝑟

𝑥𝐿
𝑞
|𝑡|6𝑇
.𝑇 ‖Δ0𝑢‖𝐿2

𝑥𝐿
∞
|𝑡|6𝑇

. (5.4.19)

对−3/4 6 𝑠 6 0, 定义工作空间

𝐹 𝑠 = {𝑢 ∈ 𝒮 ′(R2) : ‖𝑢‖2𝐹 𝑠 =
∑︁
𝑘>1

22𝑠𝑘‖𝜙𝑘(𝜉)F𝑢‖2𝑋𝑘
+ ‖Δ0𝑢‖2�̄�0

<∞}.

设𝑇 > 0, 定义时间局部的空间𝐹 𝑠(𝑇 ):

‖𝑢‖𝐹 𝑠(𝑇 ) = inf
𝑤∈𝐹 𝑠

{‖Δ0𝑢‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
|𝑡|6𝑇

+ ‖(𝐼 −Δ0)𝑤‖𝐹 𝑠 , 𝑤(𝑡) = 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑇, 𝑇 ]}.

接下来我们证明KdV方程在𝑠 = −3/4时的局部适定性.

定定定理理理 5.4.9. 假设𝑠 > −3/4且𝜑 ∈ 𝐻𝑠. 则

(a) 存在性. 存在时间𝑇 = 𝑇 (‖𝑢0‖𝐻−3/4) > 0和Cauchy问题(5.3.1)分布意

义下的解𝑢满足

𝑢 ∈ 𝐹 𝑠(𝑇 ) ⊂ 𝐶([−𝑇, 𝑇 ] : 𝐻𝑠).

(b) 唯一性. 解映射𝑆𝑇 : 𝑢0 → 𝑢是光滑解映射𝐻∞ → 𝐶([−𝑇, 𝑇 ] : 𝐻∞)的

唯一延拓.
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(c) Lipschitz连续性. 对任意的𝑅 > 0, 映射𝑢0 → 𝑢是从{𝑢0 ∈ 𝐻𝑠 :

‖𝑢0‖𝐻𝑠 < 𝑅}到𝐶([−𝑇, 𝑇 ] : 𝐻𝑠)Lipschitz连续的.

(d) 继承性. 如果还有𝑢0 ∈ 𝐻𝑠对某个𝜎 > 𝑠, 则𝑢 ∈ 𝐻𝜎.

现在简单阐述一下构造𝐹 𝑠的主要想法. 基本的出发点是考虑𝐹 𝑠中的双线

性估计:

‖𝜕𝑥(𝑢𝑣)‖𝑁𝑠 6 𝐶‖𝑢‖𝐹 𝑠‖𝑣‖𝐹 𝑠 .

从前面的讨论知, 这个双线性估计在𝑠 = −3/4时是不对的, 因此不能用𝐹 𝑠来直

接构造压缩映射. 如果我们仍然希望用压缩映射原理来构造𝑠 = −3/4的局部

解, 那么需要构造新的工作空间𝐹−3/4, 当然𝐹−3/4必须满足

𝐹−3/4 ⊂ 𝐶(R : 𝐻−3/4).

由KdV方程(5.3.1)等价的积分方程

𝑢 = 𝑆(𝑡)𝑢0 + 𝐶

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)𝜕𝑥(𝑢

2)(𝑠)𝑑𝑠.

将它时间局部化

𝑢 = 𝜓(𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0 + 𝐶𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)𝜕𝑥(𝑢

2)(𝑠)𝑑𝑠, (5.4.20)

其中𝜓(𝑡) = 𝜙0(𝑡). 定义算子𝑇𝑢0(𝑢)为(5.4.20)的右边项. 做迭代

𝑢(0) = 0; · · · ;𝑢(𝑛+1) = 𝑇𝑢0(𝑢
(𝑛)); · · ·

因而得到一个序列{𝑢(𝑛)}. 如果能对(5.4.20)在𝐹−3/4构造压缩映射且𝑢0满

足‖𝑢0‖𝐻−3/4 ≪ 1, 则序列{𝑢(𝑛)}在𝐶(R : 𝐻−3/4)中收敛. 所以一个基本的

必要条件是

𝑢(𝑛) ∈ 𝐶(R : 𝐻−3/4), ∀ 𝑛 ∈ N. (5.4.21)

接下来逐个分析这个序列{𝑢(𝑛)}来验证条件(5.4.21). 对𝑛 = 0, 1时, 显然

有𝑢(0), 𝑢(1) ∈ 𝐶(R; 𝐻−3/4), 这是比较平凡的. 然而𝑛 = 2的情形就体现了很本

质的东西. 现在考虑𝑛 = 2的情形. 根据定义有

𝑢(2) = 𝜓(𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0 + 𝐶𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)𝜕𝑥(𝑆(𝑠)𝑢0 · 𝑆(𝑠)𝑢0)𝑑𝑠.
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只需分别证明(𝐼 −Δ0)(𝑢
(2)) ∈ 𝐶(R; 𝐻−3/4)且Δ0(𝑢

(2)) ∈ 𝐶(R; 𝐿2). 首先考虑

高频部分, 注意到

𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)𝜕𝑥(𝑆(𝑠)𝑢0 · 𝑆(𝑠)𝑢0)𝑑𝑠

= 𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)𝜕𝑥[𝜓(𝑠/2)𝑆(𝑠)𝑢0 · 𝜓(𝑠/2)𝑆(𝑠)𝑢0]𝑑𝑠.

容易验证对任意𝑠 ∈ R有

‖𝜓(𝑠/2)𝑆(𝑠)𝑢0‖𝐹 𝑠.‖𝑢0‖𝐻𝑠 ,

从而利用频率二进局部的双线性估计以及命题5.1.7, 可得对𝑘 ∈ N有Δ𝑘(𝑢
(2)) ∈

𝑋𝑘 ⊂ 𝐶(R; 𝐻−3/4).

对低频部分, 我们不能类似得到Δ0(𝑢
(2)) ∈ 𝑋0, 因为有一个对数的发散.

通过计算可知

F𝑥

[︀
𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)Δ0𝜕𝑥[Δ𝑘1𝑢(𝑠)Δ𝑘2𝑣(𝑠)]𝑑𝑠

]︀
(𝜉)

= 𝜓(𝑡)𝜂0(𝜉)𝑖𝜉

∫︁ 𝑡

0
𝑒𝑖(𝑡−𝑠)𝜉

3

∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

𝑒𝑖𝑠𝜉
3
1Δ̂𝑘1𝑢0(𝜉1)𝑒

𝑖𝑠𝜉32Δ̂𝑘2𝑣0(𝜉2)𝑑𝑠

= 𝜓(𝑡)𝜂0(𝜉)𝑒
𝑖𝑡𝜉3𝜉

∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

1− 𝑒−𝑖𝑡(𝜉
3−𝜉31−𝜉32)

𝜉3 − 𝜉31 − 𝜉32
Δ̂𝑘1𝑢0(𝜉1)Δ̂𝑘2𝑣0(𝜉2)

:= F𝑥(𝐼) + F𝑥(𝐼𝐼).

因为在超平面𝜉 = 𝜉1 + 𝜉2有𝜉
3 − 𝜉31 − 𝜉32 = 3𝜉𝜉1𝜉2, 从而得

F𝑥(𝐼) = 𝜓(𝑡)𝜙0(𝜉)𝑒
𝑖𝑡𝜉3
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

Δ̂𝑘1𝑢0(𝜉1)Δ̂𝑘2𝑣0(𝜉2)

3𝜉1𝜉2
.

所以利用定理5.2.2可得

‖𝐼‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡
6 𝐶

⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

Δ̂𝑘1𝑢0(𝜉1)Δ̂𝑘2𝑣0(𝜉2)

3𝜉1𝜉2

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2
𝜉

6 𝐶2−3𝑘1/2‖𝑢0‖𝐿2‖𝑣0‖𝐿2 .

关于第𝐼𝐼项有

F𝑥(𝐼𝐼) = 𝜓(𝑡)𝜙0(𝜉)

∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

−𝑒𝑖𝑡(𝜉31+𝜉32)

3𝜉1𝜉2
Δ̂𝑘1𝑢0(𝜉1)Δ̂𝑘2𝑣0(𝜉2).
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所以利用定理5.2.1得

‖𝐼𝐼‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡
6𝐶‖𝑒𝑡𝜕3𝑥𝜕−1

𝑥 Δ𝑘1𝑢0 · 𝑒𝑡𝜕
3
𝑥𝜕−1
𝑥 Δ𝑘2𝑣0‖𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡

6𝐶‖𝑒𝑡𝜕3𝑥𝜕−1
𝑥 Δ𝑘1𝑢0‖𝐿4

𝑥𝐿
∞
𝑡
‖𝑒𝑡𝜕3𝑥𝜕−1

𝑥 Δ𝑘2𝑣0‖𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡

6𝐶2−3𝑘1/2‖𝑢0‖𝐿2‖𝑣0‖𝐿2 .

因此, 我们证明了Δ0(𝑢
(2)) ∈ 𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡 .

接下来考虑𝑛 > 3的情形. 对于𝑛 > 3, 是否仍然有(𝐼 − Δ0)(𝑢
(𝑛)) ∈

𝐹 𝑠且Δ0(𝑢
(𝑛)) ∈ 𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡 ? 我们有下面的命题.

命命命题题题5.4.10 (�̄�0估计). 设|𝑘1 − 𝑘2| 6 5且𝑘1 > 10. 则对于𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 0有⃦⃦⃦⃦
𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)Δ0𝜕𝑥[Δ𝑘1𝑢(𝑠)Δ𝑘2𝑣(𝑠)]𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡

.2−
3𝑘1
2 ‖Δ̂𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1

‖Δ̂𝑘2𝑢‖𝑋𝑘2
.

证明.记𝑄(𝑢, 𝑣) = 𝜓(𝑡)
∫︀ 𝑡
0 𝑆(𝑡 − 𝑠)Δ0𝜕𝑥[Δ𝑘1𝑢(𝑠)Δ𝑘2𝑣(𝑠)]𝑑𝑠. 通过直接的

计算可以得到

F [𝑄(𝑢, 𝑣)] (𝜉, 𝜏) = 𝑐

∫︁
R

̂︀𝜓(𝜏 − 𝜏 ′)− ̂︀𝜓(𝜏 − 𝜉3)

𝜏 ′ − 𝜉3
𝜙0(𝜉)𝑖𝜉

× 𝑑𝜏 ′
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2,𝜏 ′=𝜏1+𝜏2

Δ̂𝑘1𝑢(𝜉1, 𝜏1)Δ̂𝑘2𝑣(𝜉2, 𝜏2).

固定𝜉 ∈ R, 将超平面Γ := {𝜉 = 𝜉1 + 𝜉2, 𝜏
′ = 𝜏1 + 𝜏2}按如下方式分解

Γ1 ={|𝜉|.2−2𝑘1} ∩ Γ;

Γ2 ={|𝜉| ≫ 2−2𝑘1 , |𝜏𝑖 − 𝜉3𝑖 | ≪ 3 · 22𝑘1 |𝜉|, 𝑖 = 1, 2} ∩ Γ;

Γ3 ={|𝜉| ≫ 2−2𝑘1 , |𝜏1 − 𝜉31 |&3 · 22𝑘1 |𝜉|} ∩ Γ;

Γ4 ={|𝜉| ≫ 2−2𝑘1 , |𝜏2 − 𝜉32 |&3 · 22𝑘1 |𝜉|} ∩ Γ.

从而可得

F

[︂
𝜓(𝑡) ·

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝑠)Δ0𝜕𝑥[Δ𝑘1𝑢(𝑠)Δ𝑘2𝑣(𝑠)]𝑑𝑠

]︂
(𝜉, 𝜏) = 𝐴1 + ...+𝐴4,

其中

𝐴𝑖 =𝐶

∫︁
R

̂︀𝜓(𝜏 − 𝜏 ′)− ̂︀𝜓(𝜏 − 𝜉3)

𝜏 ′ − 𝜉3
Δ0(𝜉)𝑖𝜉

∫︁
Γ𝑖

Δ̂𝑘1𝑢(𝜉1, 𝜏1)Δ̂𝑘2𝑣(𝜉2, 𝜏2)𝑑𝜏
′.
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首先考虑𝐴1的估计. 利用命题5.4.1以及命题5.1.7 (b), 可得

‖F−1(𝐴1)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡
.

⃦⃦⃦⃦
⟨𝜏 ′ − 𝜉3⟩−1𝜙0(𝜉)𝜉

∫︁
𝐴1

Δ̂𝑘1𝑢(𝜉1, 𝜏1)Δ̂𝑘2𝑣(𝜉2, 𝜏2)

⃦⃦⃦⃦
𝑋0

.

由于在Γ1有|𝜉|.2−2𝑘1 , 从而可得⃦⃦⃦⃦
⟨𝜏 ′ − 𝜉3⟩−1𝜙0(𝜉)𝑖𝜉

∫︁
Γ1

Δ̂𝑘1𝑢(𝜉1, 𝜏1)
̂︂𝑃𝑘2𝑣(𝜉2, 𝜏2)⃦⃦⃦⃦

𝑋0

.
∑︁

𝑘36−2𝑘1+10

∑︁
𝑗3>0

2−𝑗3/22𝑘3
∑︁

𝑗1>0,𝑗2>0

‖1𝐷𝑘3,𝑗3
· (𝑢𝑘1,𝑗1 * 𝑣𝑘2,𝑗2)‖𝐿2 .

利用(5.3.6)可得

‖F−1(𝐴1)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡
.

∑︁
𝑘36−2𝑘1+10

∑︁
𝑗𝑖>0

2−𝑗3/22𝑘32𝑗𝑚𝑖𝑛/22𝑘3/2‖𝑢𝑘1,𝑗1‖𝐿2‖𝑣𝑘2,𝑗2‖𝐿2

.2−3𝑘1‖Δ̂𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1
‖Δ̂𝑘2𝑢‖𝑋𝑘2

,

从而第𝐴1项得到控制.

接下来考虑第𝐴3项. 类似𝐴1的控制, 利用命题5.4.1以及命题5.1.7(b)可得

‖F−1(𝐴3)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡
.

⃦⃦⃦⃦
⟨𝜏 ′ − 𝜉3⟩−1𝜙0(𝜉)𝜉

∫︁
𝐴3∪𝐴4

Δ̂𝑘1𝑢(𝜉1, 𝜏1)Δ̂𝑘2𝑣(𝜉2, 𝜏2)

⃦⃦⃦⃦
𝑋0

.
∑︁
𝑘360

∑︁
𝑗3>0

2−𝑗3/22𝑘3
∑︁

𝑗1,𝑗2>0

‖1𝐷𝑘3,𝑗3
· (𝑢𝑘1,𝑗1 * 𝑣𝑘2,𝑗2)‖𝐿2 .

显然可以假设在上述求和中有𝑗3 6 10𝑘1. 由对称性不妨设|𝜏1 − 𝜉31 |&3|𝜉𝜉1𝜉2|.
利用引理5.3.2(b)可得

‖F−1(𝐴3)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡
.
∑︁
𝑘360

∑︁
𝑗1>𝑘3+2𝑘1−10,𝑗2,𝑗3>0

2𝑘32𝑗2/22−𝑘1‖𝑢𝑘1,𝑗1‖𝐿2‖𝑣𝑘2,𝑗2‖𝐿2

.𝑘12
−2𝑘1‖Δ̂𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1

‖Δ̂𝑘2𝑢‖𝑋𝑘2
,

从而第𝐴3项得到控制. 类似有𝐴4的控制.

现在考虑𝐴2的估计. 从频率二进局部的双线性估计知这是主要项. 通过

简单计算得到

F−1
𝑡 (𝐴2) = 𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0
𝑒𝑖(𝑡−𝑠)𝜉

3
𝜙0(𝜉)𝑖𝜉

∫︁
R2

𝑒𝑖𝑠(𝜏1+𝜏2)

×
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

𝑢𝑘1(𝜉1, 𝜏1)𝑣𝑘2(𝜉2, 𝜏2) 𝑑𝜏1𝑑𝜏2𝑑𝑠
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其中

𝑢𝑘1(𝜉1, 𝜏1) =𝜙𝑘1(𝜉1)1{|𝜏1−𝜉31 |≪3·22𝑘1 |𝜉|}̂︀𝑢(𝜉1, 𝜏1),
𝑣𝑘2(𝜉2, 𝜏2) =𝜙𝑘2(𝜉2)1{|𝜏2−𝜉32 |≪3·22𝑘1 |𝜉|}̂︀𝑣(𝜉2, 𝜏2).

通过坐标变换𝜏 ′1 = 𝜏1 − 𝜉31 , 𝜏
′
2 = 𝜏2 − 𝜉32 , 可得

F−1
𝑡 (𝐴2) =𝜓(𝑡)𝑒

𝑖𝑡𝜉3𝜙0(𝜉)𝑖𝜉

∫︁ 𝑡

0
𝑒−𝑖𝑠𝜉

3

∫︁
R2

𝑒𝑖𝑠(𝜏1+𝜏2)

×
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

𝑒𝑖𝑠𝜉
3
1𝑢𝑘1(𝜉1, 𝜏1 + 𝜉31)𝑒

𝑖𝑠𝜉32𝑣𝑘2(𝜉2, 𝜏2 + 𝜉32) 𝑑𝜏1𝑑𝜏2𝑑𝑠.

交换积分顺序可得上式等于

𝜓(𝑡)𝑒𝑖𝑡𝜉
3
𝜙0(𝜉)𝜉

∫︁
R2

𝑒𝑖𝑡(𝜏1+𝜏2)
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

𝑒𝑖𝑡(𝜉
3
1+𝜉

3
2−𝜉3) − 𝑒−𝑖𝑡(𝜏1+𝜏2)

𝜏1 + 𝜏2 − 𝜉3 + 𝜉31 + 𝜉32

× 𝑢𝑘1(𝜉1, 𝜏1 + 𝜉31)𝑣𝑘2(𝜉2, 𝜏2 + 𝜉32) 𝑑𝜏1𝑑𝜏2

:= F−1
𝑡 (𝐼𝐼1)− F−1

𝑡 (𝐼𝐼2).

对于第𝐼𝐼2项, 有

F−1
𝑡 (𝐼𝐼2) =

∫︁
R2

𝜓(𝑡)𝑒𝑖𝑡𝜉
3
𝜙0(𝜉)𝜉

∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

𝑢𝑘1(𝜉1, 𝜏1 + 𝜉31)𝑣𝑘2(𝜉2, 𝜏2 + 𝜉32)

𝜏1 + 𝜏2 − 𝜉3 + 𝜉31 + 𝜉32
𝑑𝜏1𝑑𝜏2.

因为在积分区域有|𝜏1 + 𝜏2 − 𝜉3 + 𝜉31 + 𝜉32 | ∼ |𝜉𝜉1𝜉2|, 所以利用定理5.2.2得

‖F−1(𝐼𝐼2)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡

.
∫︁
R2

⃦⃦⃦⃦∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

𝜉
𝑢𝑘1(𝜉1, 𝜏1 + 𝜉31)𝑣𝑘2(𝜉2, 𝜏2 + 𝜉32)

𝜏1 + 𝜏2 − 𝜉3 + 𝜉31 + 𝜉32

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝜉

𝑑𝜏1𝑑𝜏2

.2−
3𝑘1
2 ‖Δ̂𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1

‖Δ̂𝑘2𝑢‖𝑋𝑘2
.

为证明命题5.4.10, 剩下只需要证

‖F−1(𝐼𝐼1)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡
.2−3𝑘1/2‖𝑃𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1

‖𝑃𝑘2𝑢‖𝑋𝑘2
.

将𝐼𝐼1与以下的𝐼𝐼
′
1做比较:

F−1
𝑡 (𝐼𝐼 ′1) =𝜓(𝑡)𝑒

𝑖𝑡𝜉3𝜙0(𝜉)𝜉

∫︁
R2

𝑒𝑖𝑡(𝜏1+𝜏2)
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

𝑒𝑖𝑡(𝜉
3
1+𝜉

3
2−𝜉3)

−𝜉3 + 𝜉31 + 𝜉32

× 𝑢𝑘1(𝜉1, 𝜏1 + 𝜉31)𝑣𝑘2(𝜉2, 𝜏2 + 𝜉32) 𝑑𝜏1𝑑𝜏2.
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对于𝐼𝐼 ′1项有

F−1
𝑡 (𝐼𝐼 ′1) =

∫︁
R2

𝜓(𝑡)𝜙0(𝜉)𝑒
𝑖𝑡(𝜏1+𝜏2)1{|𝜉|≫|𝜏1|2−2𝑘1}1{|𝜉|≫|𝜏2|2−2𝑘1}

×
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

𝑒𝑖𝑡(𝜉
3
1+𝜉

3
2)

−3𝜉1𝜉2
F (𝑓𝜏1)(𝜉1)F (𝑔𝜏2)(𝜉2) 𝑑𝜏1𝑑𝜏2.

其中对𝜏1, 𝜏2 ∈ R为参数, 记

F (𝑓𝜏1)(𝜉) = Δ̂𝑘1𝑢(𝜉, 𝜏1 + 𝜉3), F (𝑔𝜏2)(𝜉) = Δ̂𝑘2𝑣(𝜉, 𝜏2 + 𝜉3).

由于(事实上可以做一个光滑的截断代替1{|𝜉|≫𝜆}) ∀ 𝜆 > 0有

‖F−1
𝑥 1{|𝜉|≫𝜆}F𝑥𝑢‖𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡
.‖𝑢‖𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡
,

因此根据定理5.2.2可得

‖F−1(𝐼𝐼 ′1)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡
.
∫︁
R2

‖𝑆(𝑡)𝜕−1
𝑥 𝑓𝜏1𝑆(𝑡)𝜕

−1
𝑥 𝑓𝜏2‖𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡
𝑑𝜏1𝑑𝜏2

.
∫︁
R2

‖𝑆(𝑡)𝜕−1
𝑥 𝑓𝜏1)‖𝐿4

𝑥𝐿
∞
𝑡
‖𝑆(𝑡)𝜕−1

𝑥 𝑓𝜏2‖𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡
𝑑𝜏1𝑑𝜏2

.2−
3𝑘1
2 ‖Δ̂𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1

‖Δ̂𝑘2𝑢‖𝑋𝑘2
,

这样𝐼𝐼 ′1得到控制.

为证明命题5.4.10, 可知只要再证

‖F−1(𝐼𝐼1 − 𝐼𝐼 ′1)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡
.2−3𝑘1/2‖𝑃𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1

‖𝑃𝑘2𝑢‖𝑋𝑘2
.

因为在积分区域有|𝜏𝑖| ≪ 22𝑘1 |𝜉|, 𝑖 = 1, 2, 所以在超平面上有

1

𝜏1 + 𝜏2 − 𝜉3 + 𝜉31 + 𝜉32
− 1

−𝜉3 + 𝜉31 + 𝜉32
=

∞∑︁
𝑛=1

1

3𝜉𝜉1𝜉2

(︂
𝜏1 + 𝜏2
3𝜉𝜉1𝜉2

)︂𝑛
.

这样可得

F−1
𝑡 (𝐼𝐼1 − 𝐼𝐼 ′1)

=𝜓(𝑡)𝜙0(𝜉)𝜉

∫︁
R2

𝑒𝑖𝑡(𝜏1+𝜏2)
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

∞∑︁
𝑛=1

1

3𝜉𝜉1𝜉2

(︂
𝜏1 + 𝜏2
3𝜉𝜉1𝜉2

)︂𝑛
× 𝑒𝑖𝑡(𝜉

3
1+𝜉

3
2)𝑢𝑘1(𝜉1, 𝜏1 + 𝜉31)𝑣𝑘2(𝜉2, 𝜏2 + 𝜉32) 𝑑𝜏1𝑑𝜏2.
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对低频做一个齐次的二进分解, {𝜒𝑘(𝜉)}∞𝑘=−∞表示频率空间的齐次分解, 得

F−1
𝑡 (𝐼𝐼1 − 𝐼𝐼 ′1)

=
∞∑︁
𝑛=1

∫︁
R2

𝑒𝑖𝑡(𝜏1+𝜏2)
∑︁

2𝑘3≫2−2𝑘1 max(|𝜏1|,|𝜏2|)

𝜓(𝑡)𝑒𝑖𝑡(𝜉
3
1+𝜉

3
2)𝜒𝑘3(𝜉)

×
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

(︂
𝜏1 + 𝜏2
3𝜉𝜉1𝜉2

)︂𝑛 𝑢𝑘1(𝜉1, 𝜏1 + 𝜉31)𝑣𝑘2(𝜉2, 𝜏2 + 𝜉32)

3𝜉1𝜉2
𝑑𝜏1𝑑𝜏2

将它重新写成如下形式

F−1
𝑡 (𝐼𝐼1 − 𝐼𝐼 ′1)

=
∞∑︁
𝑛=1

∫︁
R2

𝑒𝑖𝑡(𝜏1+𝜏2)
∑︁

2𝑘3≫2−2𝑘1 max(|𝜏1|,|𝜏2|)

𝜓(𝑡)𝑒𝑖𝑡(𝜉
3
1+𝜉

3
2)𝜒𝑘3(𝜉)(𝜉/2

𝑘3)−𝑛

× 2−𝑛𝑘3
∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

(︂
𝜏1 + 𝜏2
3𝜉1𝜉2

)︂𝑛 𝑢𝑘1(𝜉1, 𝜏1 + 𝜉31)𝑣𝑘2(𝜉2, 𝜏2 + 𝜉32)

3𝜉1𝜉2
𝑑𝜏1𝑑𝜏2

因为𝜒𝑘3(𝜉)(𝜉/2
𝑘3)−𝑛是空间𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡 的乘子, 所以类似𝐼𝐼 ′1项可得

‖F−1(𝐼𝐼1 − 𝐼𝐼 ′1)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡

.
∞∑︁
𝑛=1

∫︁
R2

∑︁
2𝑘3≫2−2𝑘1 max(|𝜏1|,|𝜏2|)

𝐶𝑛|𝜏1 + 𝜏2|𝑛2−𝑛𝑘3

×
⃦⃦⃦⃦
𝜓(𝑡)𝑒𝑖𝑡(𝜉

3
1+𝜉

3
2)

∫︁
𝜉=𝜉1+𝜉2

F (𝑓𝜏1)(𝜉1)F (𝑔𝜏2)(𝜉2)

3𝜉𝑛+1
1 𝜉𝑛+1

2

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡

𝑑𝜏1𝑑𝜏2.

利用定理5.2.2以及对𝑘3求和可得对某个𝑀 ≫ 1

‖F−1(𝐼𝐼1 − 𝐼𝐼 ′1)‖𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡

.
∞∑︁
𝑛=1

∫︁
R2

∑︁
2𝑘3≫2−2𝑘1 max(|𝜏1|,|𝜏2|)

𝐶𝑛|𝜏1 + 𝜏2|𝑛2−𝑛𝑘32−2𝑛𝑘1

× 2−3𝑘1/2‖F (𝑓𝜏1)‖𝐿2‖F (𝑔𝜏2)‖𝐿2𝑑𝜏1𝑑𝜏2

.
∞∑︁
𝑛=1

(𝐶/𝑀)𝑛
∫︁
R2

2−3𝑘1/2‖F (𝑓𝜏1)‖𝐿2‖F (𝑔𝜏2)‖𝐿2𝑑𝜏1𝑑𝜏2

. 2−3𝑘1/2‖𝑃𝑘1𝑢‖𝑋𝑘1
‖𝑃𝑘2𝑢‖𝑋𝑘2

.

因此, 命题得证. �

这个命题启发我们, 可以在低频采取𝐿2
𝑥𝐿

∞
𝑡 的结构. 因为𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡 比𝑋0更弱,

所以自然问这个结构是否仍然可以控制高低频相互作用. 我们有如下命题:
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命命命题题题5.4.11. 如果𝑘 > 10, |𝑘 − 𝑘2| 6 5, 则对任意的𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 0

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘(𝜉)𝜉(̂︂Δ0𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣)‖𝑋𝑘
.‖Δ0𝑢‖𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡
‖Δ̂𝑘2𝑣‖𝑋𝑘2

. (5.4.22)

证明.不妨假设𝑘 = 𝑘2. 由𝑋𝑘的定义得

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘(𝜉)𝜉(̂︂Δ0𝑢 * ̂︂Δ𝑘𝑣)‖𝑋𝑘
.2𝑘

∑︁
𝑗>0

2−𝑗/2‖̂︂Δ0𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣‖𝐿2
𝜉,𝜏
. (5.4.23)

由Plancherel等式和命题5.4.1得到

2𝑘‖̂︂Δ0𝑢 * Δ̂𝑘2𝑣‖𝐿2
𝜉,𝜏
.2𝑘‖Δ0𝑢‖𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡
‖Δ𝑘𝑢‖𝐿∞

𝑥 𝐿2
𝑡
.‖Δ0𝑢‖𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡
‖̂︂Δ𝑘𝑣‖𝑋𝑘

,

因此命题得证. �

接下来证明一个关键的双线性估计, 将用来证明定理5.4.9. 对𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 𝑠我

们定义双线性算子

𝐵(𝑢, 𝑣) = 𝜓(𝑡/4)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)𝜕𝑥

(︀
𝜓2(𝜏)𝑢(𝜏) · 𝑣(𝜏)

)︀
𝑑𝜏. (5.4.24)

考虑如下的积分方程

𝑢 = 𝜓(𝑡)𝑆(𝑡)𝑢0 + 𝜓(𝑡/4)

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)𝜕𝑥

(︀
𝜓2(𝜏)𝑢(𝜏) · 𝑢(𝜏)

)︀
𝑑𝜏. (5.4.25)

为了对方程(5.4.25)使用压缩映射方法, 所有的事情归结为证明算子的有界

性𝐵 : 𝐹 𝑠 × 𝐹 𝑠 → 𝐹 𝑠.

命命命题题题5.4.12. 假设−3/4 6 𝑠 6 0. 则存在常数𝐶 > 0使得

‖𝐵(𝑢, 𝑣)‖𝐹 𝑠 6 𝐶(‖𝑢‖𝐹 𝑠‖𝑣‖𝐹−3/4 + ‖𝑢‖𝐹−3/4‖𝑣‖𝐹 𝑠) (5.4.26)

对任意的𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 𝑠都成立.

证明.由𝐹 𝑠的定义得

‖𝐵(𝑢, 𝑣)‖2𝐹 𝑠 = ‖Δ0𝐵(𝑢, 𝑣)‖2�̄�0
+
∑︁
𝑘1>1

22𝑘1𝑠‖𝜙𝑘1(𝜉)F [𝐵(𝑢, 𝑣)]‖2𝑋𝑘1
. (5.4.27)

首先考虑(5.4.27)右边项的第二项. 对𝑢, 𝑣做Littlewood-Paley分解我们得到

‖𝜙𝑘1(𝜉)F [𝐵(𝑢, 𝑣)]‖𝑋𝑘1
.

∑︁
𝑘2,𝑘3>0

‖𝜙𝑘1(𝜉)F [𝐵(Δ𝑘2(𝑢),Δ𝑘3(𝑣))]‖𝑋𝑘1
.(5.4.28)
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由命题5.1.7(b)得(5.4.28)的右边项小于等于∑︁
𝑘2,𝑘3>0

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉
̂𝜓(𝑡)Δ𝑘2𝑢 * ̂𝜓(𝑡)Δ𝑘3𝑣)‖𝑋𝑘1

. (5.4.29)

由对称性可以假设在(5.4.29)中有𝑘2 6 𝑘3. 只要证(︂∑︁
𝑘1>1

22𝑘1𝑠
[︀ ∑︁
𝑘2,𝑘3>0

‖⟨𝜏 − 𝜉3⟩−1𝜙𝑘1(𝜉)𝜉
̂𝜓(𝑡)Δ𝑘2𝑢 * ̂𝜓(𝑡)Δ𝑘3𝑣)‖𝑋𝑘1

]︀2)︂1/2

.‖𝑢‖𝐹−3/4‖𝑣‖𝐹 𝑠 . (5.4.30)

如果𝑘𝑚𝑎𝑥 6 20则利用命题5.4.5得到(5.4.29)小于等于∑︁
𝑘𝑚𝑎𝑥620

‖Δ𝑘2𝑢‖𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥
‖Δ𝑘3𝑣‖𝐿∞

𝑡 𝐿2
𝑥
,

由此推出界(5.4.30), 因为在这种情形下有‖Δ𝑘𝑢‖𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥
.‖Δ𝑘𝑢‖𝑋𝑘

若𝑘 > 1,

且‖Δ𝑘𝑢‖𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥
.‖Δ𝑘𝑢‖�̄�𝑘

若𝑘 = 0. 现在假设在(5.4.30)中有𝑘𝑚𝑎𝑥 > 20, 则有

三种情况. 如果|𝑘1 − 𝑘3| 6 5, 𝑘2 6 𝑘1 − 10, 则利用命题5.4.2 (a)若𝑘2 = 0,

和(b)若𝑘2 > 1; 如果|𝑘1 − 𝑘3| 6 5, 𝑘1 − 9 6 𝑘2 6 𝑘3, 则利用命题5.4.3; 如

果|𝑘2 − 𝑘3| 6 5, 1 6 𝑘1 6 𝑘2 − 5, 则利用命题5.4.6 (b). 因此(5.4.30)得证.

为证明命题5.4.12, 只要再证

‖𝐵(𝑢, 𝑣)‖�̄�0
6 𝐶(‖𝑢‖𝐹 𝑠‖𝑣‖𝐹−3/4 + ‖𝑢‖𝐹−3/4‖𝑣‖𝐹 𝑠). (5.4.31)

对𝑢, 𝑣做二进分解得

‖𝐵(𝑢, 𝑣)‖�̄�0
6

∑︁
𝑘2,𝑘3>0

‖𝐵(Δ𝑘2𝑢,Δ𝑘3𝑣)‖�̄�0
.

如果max(𝑘2, 𝑘3) 6 10, 则由命题5.4.13和命题5.4.5得到

‖𝐵(Δ𝑘2𝑢,Δ𝑘3𝑣)‖�̄�0
.‖Δ𝑘2𝑢‖𝐿∞

𝑡 𝐿2
𝑥
‖Δ𝑘3𝑣‖𝐿∞

𝑡 𝐿2
𝑥
,

由此推出(5.4.31). 如果max(𝑘2, 𝑘3) > 10, 则一定有|𝑘2 − 𝑘3| 6 5. 从而利用

命题5.4.10我们得到

‖𝐵(𝑢, 𝑣)‖�̄�0
6

∑︁
|𝑘2−𝑘3|65, 𝑘2,𝑘3>10

2−3𝑘2/2‖F (Δ𝑘2𝑢)‖𝑋𝑘2
‖F (Δ𝑘3𝑣)‖𝑋𝑘3

.‖𝑢‖𝐹−3/4‖𝑣‖𝐹−3/4

由此推出(5.4.31). 命题得证. �

类似于命题5.1.7(a)的证明, 且应用引理5.1.8, 很容易证明如下命题.
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命命命题题题5.4.13. 假设𝑠 ∈ R以及𝜑 ∈ 𝐻𝑠. 则存在常数𝐶 > 0使得

‖𝜓(𝑡)𝑆(𝑡)𝜑‖𝐹 𝑠 6 𝐶‖𝜑‖𝐻𝑠 .

为了证明定理5.4.9, 我们需要如下的双线性压缩映射原理, 它的证明很容

易, 留给读者思考.

引引引理理理5.4.14. 设(𝑋, ‖ · ‖)是一个Banach空间, ‖ · ‖是其上的范数. 假设𝐵 :

𝑋 ×𝑋→𝑋是一个双线性算子满足

‖𝐵(𝑥1, 𝑥2)‖ 6 𝜂‖𝑥1‖‖𝑥2‖, ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋,

则对任意的 𝑦 ∈ 𝑋且满足4𝜂‖𝑦‖ < 1, 方程𝑥 = 𝑦 + 𝐵(𝑥, 𝑥)存在一个唯一

解𝑥 ∈ 𝑋满足‖𝑥‖ < 1
2𝜂 .

用引理5.4.14, 命题5.4.12和命题5.4.13, 则得到方程(5.3.1)在𝑡 ∈ [−𝑇, 𝑇 ]的
解𝑢使得‖𝑢‖𝐹−3/4(𝑇 ) 6 𝐶𝜖0. 因此定理5.4.9(a)得证, 定理5.4.9的其余部分皆可

类似得到.

S5.5 I-方方方法法法

在前两节, 我们讨论了KdV方程的局部适定性, 应用压缩映射原理构造

了KdV方程的局部解. 在这一节我们主要研究如何把局部解延拓到时间全局,

即对任意的时间𝑇 > 0, KdV方程是否在𝑡 ∈ [−𝑇, 𝑇 ]存在唯一解? 这就是整体适

定性所说的内容. KdV方程(5.3.1)是一个完全可积系统, 因而有无穷多个守恒

律, 利用这些守恒律可以得到先验估计: 如果𝑢是KdV方程(5.3.1)的光滑解, 则

对任意的时间𝑘 ∈ 𝑁 ∪ {0}以及任意的时间𝑇 > 0有

‖𝑢(𝑡)‖𝐻𝑘 6 𝐶(𝑇, ‖𝑢0‖𝐻𝑘), ∀ 𝑡 ∈ [−𝑇, 𝑇 ]. (5.5.1)

利用这个先验估计以及前两节得到的局部适定性, 从而立即得到如下结论:

KdV方程在𝐻𝑘中整体适定, 其中𝑘 ∈ 𝑁 ∪ {0}. 对比局部适定性的结果, 自然会

问当𝑠 ∈ [−3/4, 0)时KdV方程在𝐻𝑠中是否是整体适定的? 此时, 没有负正则性

的守恒律可以用, 从而不能直接得到整体适定性, I-方法正是研究这样一类问

题的有效的方法, 是由J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka, 和T.

Tao[30]在Bourgain 的频率分解技巧[17]的基础上发展的.

现在来简单地介绍一下I-方法的基本想法. 首先回顾(5.5.1)中𝑘 = 0, 1情形

的推导. 在方程(5.3.1)的两边同时乘以𝑢, 然后关于空间变量𝑥积分可得

𝑑

𝑑𝑡

(︀
‖𝑢(𝑡)‖2𝐿2

)︀
= 0,
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从而得到了𝑘 = 0的情形. 对于𝑘 = 1的情形, 可知如下的式子

𝑑

𝑑𝑡

(︀
‖𝑢(𝑡)‖2𝐻1

)︀
= 0

是不成立的, 原因在于量‖𝑢(𝑡)‖𝐻1不能开发方程的结构. 自然地想, 是否存在这

样一个与解𝑢相关的量𝑄1(𝑢(𝑡))满足

𝑄1(𝑢(𝑡)) ∼ ‖𝑢(𝑡)‖2𝐻1 ,
𝑑

𝑑𝑡
[𝑄1(𝑢(𝑡))] = 0.

如果能找到, 则可得∀ 𝑡 ∈ R

‖𝑢(𝑡)‖𝐻1 ∼ ‖𝑄1(𝑢(𝑡))‖ = ‖𝑄1(𝑢0)‖.‖𝑢0‖𝐻1 ,

此即𝑘 = 1的情形. 现在我们知这样的量是存在的, 例如可取

𝑄1(𝑢(𝑡)) =

∫︁
R
𝑢2𝑥 −

1

3
𝑢3 + 𝐶𝑢2𝑑𝑥.

事实上,易知 𝑑
𝑑𝑡 [𝑄(𝑢(𝑡))] = 0,只需要再证𝑄1(𝑢(𝑡)) ∼ ‖𝑢(𝑡)‖2𝐻1即可.由Gagliardo-

Nirenberg不等式有

‖𝑢‖3𝐿3.‖𝑢‖5/2𝐿2 ‖𝑢𝑥‖
1/2
𝐿2 .

再利用不等式

𝑎𝑏 6
𝑎𝑝

𝑝
+
𝑏𝑞

𝑞
, 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞, 1/𝑝+ 1/𝑞 = 1,

且取𝑞 = 4得

‖𝑢‖3𝐿3 6
3‖𝑢‖10/3

𝐿2

4
+

‖𝑢𝑥‖2𝐿2

4
6

3‖𝑢0‖4/3𝐿2 ‖𝑢‖2𝐿2

4
+

‖𝑢𝑥‖2𝐿2

4
,

因此取𝐶 = ‖𝑢0‖4/3𝐿2 就满足要求.

根据这个想法, 对于一般的𝐻𝑠范数, 我们同样需要去找这样的一个

量𝑄𝑠(𝑢(𝑡)), 它具有类似𝑄1(𝑢(𝑡))的性质, 但是我们知要求𝑄𝑠(𝑢(𝑡))完全守恒

在𝑠 < 0时是不可能的, 从而希望𝑄𝑠(𝑢(𝑡))增长比较缓慢. 如何构造𝑄𝑠(𝑢(𝑡))以

及描述”增长缓慢”, 在I-方法中对此做了系统的研究.

给定𝑚 : R𝑘 → C是一个函数, 称𝑚是对称的是指:

𝑚(𝜉1, · · · , 𝜉𝑘) = 𝑚(𝜎(𝜉1, · · · , 𝜉𝑘))
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对所有的𝜎 ∈ 𝑆𝑘, 其中𝑆𝑘是𝑘个元素的置换群. 函数𝑚的对称化是指:

[𝑚]𝑠𝑦𝑚(𝜉1, 𝜉2, · · · , 𝜉𝑘) =
1

𝑘!

∑︁
𝜎∈𝑆𝑘

𝑚(𝜎(𝜉1, 𝜉2, · · · , 𝜉𝑘)).

对给定的函数𝑚, 定义一个作用在𝑘个函数上𝑢1, · · · , 𝑢𝑘(这时称𝑚是𝑘-乘子)𝑘-

线性泛函:

Λ𝑘(𝑚;𝑢1, · · · , 𝑢𝑘) =
∫︁
𝜉1+···+𝜉𝑘=0

𝑚(𝜉1, · · · , 𝜉𝑘)̂︁𝑢1(𝜉1) · · ·̂︁𝑢𝑘(𝜉𝑘).
通常将Λ𝑘作用到𝑘个相同的函数𝑢. 为了方便, Λ𝑘(𝑚;𝑢, · · · , 𝑢)简记成Λ𝑘(𝑚).

由测度的对称性知Λ𝑘(𝑚) = Λ𝑘([𝑚]𝑠𝑦𝑚). 由KdV方程(5.3.1)可以直接验证如下

命题:

命命命题题题5.5.1. 假设𝑢满足方程(5.3.1)且𝑚是一个对称的函数, 则有

𝑑Λ𝑘(𝑚)

𝑑𝑡
= Λ𝑘(𝑚ℎ𝑘)−

𝑖𝑘

2
Λ𝑘+1

(︀
𝑚(𝜉1, · · · , 𝜉𝑘−1, 𝜉𝑘 + 𝜉𝑘+1)(𝜉𝑘 + 𝜉𝑘+1)

)︀
,

其中

ℎ𝑘 = 𝑖(𝜉31 + 𝜉32 + · · ·+ 𝜉3𝑘).

下面引入I-算子的定义.设𝑚 : R → R是给定的实值偶函数,定义Fourier乘

子算子𝐼𝑢如下:

̂︁𝐼𝑢(𝜉) = 𝑚(𝜉)̂︀𝑢. (5.5.2)

定义修正能量𝐸2
𝐼 (𝑡)如下:

𝐸2
𝐼 (𝑡) = ‖𝐼𝑢‖2𝐿2 .

注意𝐸2
𝐼 (𝑡)中的2表示上指标而不是幂次. 由𝑚是实值的偶函数, 𝑢是实值函数,

利用Plancherel等式有

𝐸2
𝐼 (𝑡) = Λ2(𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2)).

利用命题5.5.1可得

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2
𝐼 (𝑡) = Λ2(𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2)ℎ2)− 𝑖Λ3(𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2 + 𝜉3)(𝜉2 + 𝜉3)).

因为在𝜉1 + 𝜉2 = 0上有𝜉31 + 𝜉32 = 0, 从而第一项为0. 将第二项对称化可得

𝑑

𝑑𝑡
𝐸2
𝐼 (𝑡) = Λ3(−𝑖[𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2 + 𝜉3)(𝜉2 + 𝜉3)]𝑠𝑦𝑚).
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记

𝑀3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) = −𝑖[𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2 + 𝜉3)(𝜉2 + 𝜉3)]𝑠𝑦𝑚.

定义新的修正能量

𝐸3
𝐼 (𝑡) = 𝐸2

𝐼 (𝑡) + Λ3(𝜎3),

其中对称函数𝜎3待定, 目的是构造一个消失性. 由命题5.5.1得

𝑑

𝑑𝑡
𝐸3
𝐼 (𝑡) = Λ3(𝑀3) + Λ3(𝜎3ℎ3)−

3

2
𝑖Λ4(𝜎3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 + 𝜉4)(𝜉3 + 𝜉4)). (5.5.3)

取

𝜎3 = −𝑀3

ℎ3

使得(5.5.3)中两个三线性项消去. 如果记

𝑀4(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4) = −𝑖3
2
[𝜎3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 + 𝜉4)(𝜉3 + 𝜉4)]𝑠𝑦𝑚

则

𝑑

𝑑𝑡
𝐸3
𝐼 (𝑡) = Λ4(𝑀4).

同样地再定义一个新的修正能量

𝐸4
𝐼 (𝑡) = 𝐸3

𝐼 (𝑡) + Λ4(𝜎4),

其中

𝜎4 = −𝑀4

ℎ4
,

容易得到

𝑑

𝑑𝑡
𝐸4
𝐼 (𝑡) = Λ5(𝑀5)

其中

𝑀5(𝜉1, . . . , 𝜉5) = −2𝑖[𝜎4(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4 + 𝜉5)(𝜉4 + 𝜉5)]𝑠𝑦𝑚.

这一过程可以一直继续下去, 但是我们只需要修正到这一步就够用了.
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为了给出‖𝑢‖𝐻𝑠的控制, 似乎取𝑚(𝜉) = ⟨𝜉⟩𝑠比较合适, 然而这一选取, 我们

不知道如何控制修正能量的增长速度. 基于𝐿2中的守恒律, 我们选取乘子𝑚如

下: 𝑚是一个光滑的偶函数且具有形式

𝑚(𝜉) =

{︃
1, |𝜉| < 𝑁,

𝑁−𝑠|𝜉|𝑠, |𝜉| > 2𝑁.
(5.5.4)

容易看出如果当𝑁 → ∞时有𝐼𝑢 → 𝑢, 从而知修正能量𝐸𝑘𝐼 (𝑡)的增长速度趋

于0当𝑁 → ∞, 那么首要关心趋于0的速度是怎样的?. 当𝑚具有(5.5.4)的形式,

则容易验证𝑚2满足⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑚2(𝜉) ∼ 𝑚2(𝜉′) 如果|𝜉| ∼ |𝜉′|,

(𝑚2)′(𝜉) = 𝑂(𝑚
2(𝜉)
|𝜉| ),

(𝑚2)′′(𝜉) = 𝑂(𝑚
2(𝜉)
|𝜉|2 ).

(5.5.5)

接下来要做乘子𝑀3,𝑀4,𝑀5的乘子估计. 这里将利用两个平均值公式: 如

果|𝜂|, |𝜆| ≪ |𝜉|则

|𝑎(𝜉 + 𝜂)− 𝑎(𝜉)|.|𝜂| sup
|𝜉′|∼|𝜉|

|𝑎′(𝜉′)|, (5.5.6)

以及

|𝑎(𝜉 + 𝜂 + 𝜆)− 𝑎(𝜉 + 𝜂)− 𝑎(𝜉 + 𝜆) + 𝑎(𝜉)|.|𝜂||𝜆| sup
|𝜉′|∼|𝜉|

|𝑎′′(𝜉′)|. (5.5.7)

这两个估计可立即由微积分基本定理得到.

首先来看𝑀3的估计.

命命命题题题5.5.2. 设𝑚如(5.5.4)所示, 在集合{𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 = 0, |𝜉𝑖| ∼ 𝑁𝑖}其
中𝑁𝑖为二进数, 则有

|𝑀3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)|.max(𝑚2(𝜉1),𝑚
2(𝜉2),𝑚

2(𝜉3))min(𝑁1, 𝑁2, 𝑁3).

证明.由对称性可假设𝑁1 = 𝑁2 > 𝑁3. 如果𝑁3&𝑁1, 则由𝑚的定义直接可

得. 如果𝑁3 ≪ 𝑁1, 则由中值公式得

𝑚2(𝜉1)𝜉1 −𝑚2(𝜉1 + 𝜉3)(𝜉1 + 𝜉3) +𝑚2(𝜉3)𝜉3 6 max(𝑚2(𝜉1),𝑚
2(𝜉2))𝑁3.

因此命题得证. �

为了做𝑀4的估计, 我们先将乘子𝜎3从超平面上延拓到整个空间上以便应

用中值公式.
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命命命题题题5.5.3. 如果𝑚具有形式(5.5.4), 则对任意的二进制数𝜆 6 𝜇都存

在𝜎3的从对角面{𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 = 0, |𝜉1| ∼ 𝜆, |𝜉2|, |𝜉3| ∼ 𝜇}至整个空间的延
拓{(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) ∈ R3, |𝜉1| ∼ 𝜆, |𝜉2|, |𝜉3| ∼ 𝜇}, 并且满足

|𝜕𝛽11 𝜕𝛽22 𝜕𝛽33 𝜎3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)| 6 𝐶𝑚2(𝜆)𝜇−2𝜆−𝛽1𝜇−𝛽2−𝛽3 , (5.5.8)

其中常数𝐶不依赖于𝜆, 𝜇.

证明.因为在超平面上{(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) : 𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 = 0}有

ℎ3 = 𝑖(𝜉31 + 𝜉32 + 𝜉33) = 3𝑖𝜉1𝜉2𝜉3,

则知|ℎ| ∼ 𝜆𝜇2, 又

𝑀3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) =− 𝑖[𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2 + 𝜉3)(𝜉2 + 𝜉3)]𝑠𝑦𝑚

=𝑖(𝑚2(𝜉1)𝜉1 +𝑚2(𝜉2)𝜉2 +𝑚2(𝜉3)𝜉3),

分情况讨论. 如果𝜆 ∼ 𝜇, 则如下延拓𝜎3

𝜎3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) = − 𝑖(𝑚
2(𝜉1)𝜉1 +𝑚2(𝜉2)𝜉2 +𝑚2(𝜉3)𝜉3)

3𝑖𝜉1𝜉2𝜉3
,

容易验证满足命题要求. 如果𝜆≪ 𝜇, 则如下延拓𝜎3

𝜎3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) = − 𝑖(𝑚
2(𝜉1)𝜉1 +𝑚2(𝜉2)𝜉2 −𝑚2(𝜉1 + 𝜉2)(𝜉1 + 𝜉2))

3𝑖𝜉1𝜉2𝜉3
.

由(5.5.6)和(5.5.5)得(5.5.8)成立. �

现在可以给出𝜎4的逐点估计. 这里的方法是由作者[57]给出的, 对比[30]中

的方法, 这里的方法更有一般性, 能处理一类对称性没那么好的色散方程, 但是

基本的想法是一样的.

命命命题题题5.5.4. 设𝑚具有形式(5.5.4). 则在区域|𝜉𝑖| ∼ 𝑁𝑖, |𝜉𝑗 + 𝜉𝑘| ∼ 𝑁𝑗𝑘, 其

中𝑁𝑖, 𝑁𝑗𝑘为二进制数, 有

|𝑀4(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4)|
|ℎ4|

.
𝑚2(min(𝑁𝑖, 𝑁𝑗𝑘))

(𝑁 +𝑁1)(𝑁 +𝑁2)(𝑁 +𝑁3)(𝑁 +𝑁4)
. (5.5.9)

证明.由对称性可以假设𝑁1 > 𝑁2 > 𝑁3 > 𝑁4. 因为Since 𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 +

𝜉4 = 0, 所以有𝑁1 ∼ 𝑁2. 不妨假设𝑁1 ∼ 𝑁2&𝑁 , 否则𝑀4为零, 因为若|𝜉| 6
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𝑁时𝑚2(𝜉) = 1, 如果max(𝑁12, 𝑁13, 𝑁14) ≪ 𝑁1, 则𝜉3 ≈ −𝜉1, 𝜉4 ≈ −𝜉1, 这
与𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 + 𝜉4 = 0矛盾. 式子(5.5.9)的右边项如下

𝑚2(min(𝑁𝑖, 𝑁𝑗𝑘))

𝑁1
2(𝑁 +𝑁3)(𝑁 +𝑁4)

. (5.5.10)

由于在超平面𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 + 𝜉4 = 0有

ℎ4 = 𝜉31 + 𝜉32 + 𝜉33 + 𝜉34 = 3(𝜉1 + 𝜉2)(𝜉1 + 𝜉3)(𝜉1 + 𝜉4),

从而得

𝐶𝑀4(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4)

=[𝜎3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 + 𝜉4)(𝜉3 + 𝜉4)]𝑠𝑦𝑚

=𝜎3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 + 𝜉4)(𝜉3 + 𝜉4) + 𝜎3(𝜉1, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)(𝜉2 + 𝜉4)

+ 𝜎3(𝜉1, 𝜉4, 𝜉2 + 𝜉3)(𝜉2 + 𝜉3) + 𝜎3(𝜉2, 𝜉3, 𝜉1 + 𝜉4)(𝜉1 + 𝜉4)

+ 𝜎3(𝜉2, 𝜉4, 𝜉1 + 𝜉3)(𝜉1 + 𝜉3) + 𝜎3(𝜉3, 𝜉4, 𝜉1 + 𝜉2)(𝜉1 + 𝜉2)

=[𝜎3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉3,−𝜉4, 𝜉3 + 𝜉4)](𝜉3 + 𝜉4)

+ [𝜎3(𝜉1, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉4, 𝜉2 + 𝜉4)](𝜉2 + 𝜉4)

+ [𝜎3(𝜉1, 𝜉4, 𝜉2 + 𝜉3)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉3, 𝜉2 + 𝜉3)](𝜉2 + 𝜉3)

:=𝐼 + 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼𝐼. (5.5.11)

将分情况讨论来得到(5.5.9).

情情情形形形1. |𝑁4|&𝑁
2 .

情情情形形形1a. 𝑁12, 𝑁13, 𝑁14&𝑁1.

对于这个情形, 直接由(5.5.8)可以得到

|𝑀4(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4)|
|ℎ4|

.
𝑚2(𝑁4)

𝑁1𝑁2𝑁3𝑁4
, (5.5.12)

情情情形形形1b. 𝑁12 ≪ 𝑁1, 𝑁13&𝑁1, 𝑁14&𝑁1.

首先考虑项𝐼的贡献. 由(5.5.8)得

|𝐼|
|ℎ4|
.
𝑚2(min(𝑁4, 𝑁12))

𝑁1𝑁2𝑁3𝑁4
, (5.5.13)

齐次考虑𝐼𝐼的贡献. 如果𝑁12&𝑁3, 则利用(5.5.6)和(5.5.8), 如果𝑁12 ≪
𝑁3, 则利用(5.5.6)两次和(5.5.8), 可得

𝐼𝐼

ℎ4
.

𝑚2(𝑁4)

𝑁1𝑁1𝑁1𝑁3
. (5.5.14)
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由对称性, 项𝐼𝐼𝐼的贡献与项𝐼𝐼的讨论完全一样.

情情情形形形1c. 𝑁12 ≪ 𝑁1, 𝑁13 ≪ 𝑁1, 𝑁14&𝑁1.

因为𝑁12 ≪ 𝑁1, 𝑁13 ≪ 𝑁1, 则𝑁1 ∼ 𝑁2 ∼ 𝑁3 ∼ 𝑁4.

首先考虑项𝐼的贡献. 由于

𝐼 =[𝜎3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉3, 𝜉2, 𝜉3 + 𝜉4)](𝜉3 + 𝜉4)

+ [𝜎3(−𝜉3, 𝜉2, 𝜉3 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉3,−𝜉4, 𝜉3 + 𝜉4)](𝜉3 + 𝜉4)

=𝐼1 + 𝐼2.

利用(5.5.8), (5.5.6)可得

𝐼

|ℎ4|
.
𝐼1
|ℎ4|

+
𝐼2
|ℎ4|
.
𝑚2(𝑁12)

𝑁4
1

.

项𝐼𝐼的贡献与项𝐼的讨论完全一样.

最后考虑项𝐼𝐼𝐼的贡献. 由于

𝐼𝐼𝐼 =1/2[𝜎3(𝜉1, 𝜉4, 𝜉2 + 𝜉3)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉3, 𝜉2 + 𝜉3)

− 𝜎3(−𝜉3,−𝜉2, 𝜉2 + 𝜉3) + 𝜎3(𝜉4, 𝜉1, 𝜉2 + 𝜉3)](𝜉2 + 𝜉3).

利用四次(5.5.7)式可得

𝐼𝐼𝐼

|ℎ4|
.
𝑚2(𝑁1)

𝑁4
1

.

情情情形形形1d. 𝑁12 ≪ 𝑁1, 𝑁13&𝑁1, 𝑁14 ≪ 𝑁1.

这个情形与情形1c的讨论完全一样.

情情情形形形2. 𝑁4 ≪ 𝑁/2.

易知在这一情形有𝑚2(min(𝑁𝑖, 𝑁𝑗𝑘)) = 1, 以及𝑁13 ∼ |𝜉1 + 𝜉3| = |𝜉2 +
𝜉4| ∼ 𝑁1.

情情情形形形2a. 𝑁1/4 > 𝑁12&𝑁/2.

因为𝑁4 ≪ 𝑁/2且|𝜉3 + 𝜉4| = |𝜉1 + 𝜉2|&𝑁/2, 因此𝑁3&𝑁/2. 由|ℎ4| ∼
𝑁12𝑁

2
1 , 则分别控制(5.5.11)的六项可得

|𝑀4|
|ℎ4|
.

1

𝑁2
1𝑁3𝑁

, (5.5.15)

情情情形形形2b. 𝑁12 ≪ 𝑁/2.
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由于𝑁12 = 𝑁34 ≪ 𝑁/2且𝑁4 ≪ 𝑁/2, 则一定有𝑁3 ≪ 𝑁/2, and 𝑁13 ∼
𝑁14 ∼ 𝑁1.

首先考虑项𝐼的贡献. 因为𝑁3, 𝑁4, 𝑁34 ≪ 𝑁/2, 所以由𝑚的定义立即

有𝜎3(−𝜉3,−𝜉4, 𝜉3 + 𝜉4) = 0. 利用(5.5.8)得

|𝐼|
|ℎ4|
.
|𝜎3(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 + 𝜉4)|

𝑁2
1

.
1

𝑁4
1

. (5.5.16)

齐次考虑𝐼𝐼和𝐼𝐼𝐼的贡献. 因为此时有两个小的项𝑁3, 𝑁4, 𝑁12出现在分母

会带来麻烦, 从而不能单独每个项而必须开发两项中的消失性. 由于

𝐼𝐼 + 𝐼𝐼𝐼 =[𝜎3(𝜉1, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉4, 𝜉2 + 𝜉4)](𝜉2 + 𝜉4)

+ [𝜎3(𝜉1, 𝜉4, 𝜉2 + 𝜉3)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉3, 𝜉2 + 𝜉3)](𝜉2 + 𝜉3)

=[𝜎3(𝜉1, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉4, 𝜉2 + 𝜉4)]𝜉4

+ [𝜎3(𝜉1, 𝜉4, 𝜉2 + 𝜉3)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉3, 𝜉2 + 𝜉3)]𝜉3

+ [𝜎3(𝜉1, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉4, 𝜉2 + 𝜉4)

+ 𝜎3(𝜉1, 𝜉4, 𝜉2 + 𝜉3)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉3, 𝜉2 + 𝜉3)]𝜉2

=𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3. (5.5.17)

首先考虑𝐽1. 由于

|𝐽1|
|ℎ4|
6

|[𝜎3(𝜉1, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉4, 𝜉2 + 𝜉4)]𝜉4|
|ℎ4|

(5.5.18)

如果𝑁12 ≪ 𝑁3 (此时有𝑁3 ∼ 𝑁4), 则利用(5.5.6)两次, 否则用(5.5.6)一次

和(5.5.8), 则可以得到

|𝐽1|
|ℎ4|
.

1

𝑁4
1

.

𝐽2与𝐽1是一样的, 现在考虑𝐽3. 首先假设𝑁12&𝑁3. 由𝜎3的对称性得

𝐽3 =[𝜎3(𝜉1, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉2 − 𝜉3, 𝜉3, 𝜉2)

+ 𝜎3(𝜉1, 𝜉4, 𝜉2 + 𝜉3)− 𝜎3(−𝜉2 − 𝜉4, 𝜉4, 𝜉2)]𝜉2.

由(5.5.6)式且𝑁12&𝑁3可得

|𝐽3|
|ℎ4|
.

1

𝑁4
1

.
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如果𝑁12 ≪ 𝑁3, 则𝑁3 ∼ 𝑁4. 将𝐽3重新写成如下形式

𝐽3 =[𝜎3(−𝜉2, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉4, 𝜉2 + 𝜉4)

+ 𝜎3(𝜉1, 𝜉4, 𝜉2 + 𝜉3)− 𝜎3(𝜉1,−𝜉3, 𝜉2 + 𝜉3)]𝜉2

+ [𝜎3(𝜉1, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)− 𝜎3(−𝜉2, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)

+ 𝜎3(𝜉1,−𝜉3, 𝜉2 + 𝜉3)− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉3, 𝜉2 + 𝜉3)]𝜉2

=𝐽31 + 𝐽32.

用(5.5.6)式立即可得
|𝐽32|
|ℎ4|
.

1

𝑁4
1

. (5.5.19)

只要再控制𝐽31. 因为此时有𝑚
2(𝜉3) = 𝑚2(𝜉4) = 1, 从而得

𝐽31 =[𝜎3(−𝜉2, 𝜉3, 𝜉2 + 𝜉4)− 𝜎3(𝜉1,−𝜉3, 𝜉2 + 𝜉3)

− 𝜎3(−𝜉2,−𝜉4, 𝜉2 + 𝜉4) + 𝜎3(𝜉1, 𝜉4, 𝜉2 + 𝜉3)]𝜉2

=
−𝑚2(𝜉2)𝜉2 + 𝜉3 +𝑚2(𝜉2 + 𝜉4)(𝜉2 + 𝜉4)

−𝜉2𝜉3(𝜉2 + 𝜉4)
𝜉2

− −𝑚2(𝜉2)𝜉2 − 𝜉4 +𝑚2(𝜉2 + 𝜉4)(𝜉2 + 𝜉4)

𝜉2𝜉4(𝜉2 + 𝜉4)
𝜉2

+
𝑚2(𝜉1)𝜉1 + 𝜉4 +𝑚2(𝜉2 + 𝜉3)(𝜉2 + 𝜉3)

𝜉1𝜉4(𝜉2 + 𝜉3)
𝜉2

− 𝑚2(𝜉1)𝜉1 − 𝜉3 +𝑚2(𝜉2 + 𝜉3)(𝜉2 + 𝜉3)

−𝜉1𝜉3(𝜉2 + 𝜉3)
𝜉2.

注意到此时有一个消失性, 因此有

𝐽31 =− 𝜉3 + 𝜉4
𝜉3𝜉4

−𝑚2(𝜉2)𝜉2 +𝑚2(𝜉2 + 𝜉4)(𝜉2 + 𝜉4)

𝜉2(𝜉2 + 𝜉4)
𝜉2

+
𝜉3 + 𝜉4
𝜉3𝜉4

𝑚2(𝜉1)𝜉1 +𝑚2(𝜉2 + 𝜉3)(𝜉2 + 𝜉3)

𝜉1(𝜉2 + 𝜉3)
𝜉2. (5.5.20)

将(5.5.20)重新写成如下形式

− 𝜉3+𝜉4
𝜉3𝜉4

−𝑚2(𝜉2)𝜉2+𝑚2(𝜉2+𝜉4)(𝜉2+𝜉4)+𝑚2(𝜉1)𝜉1+𝑚2(𝜉2+𝜉3)(𝜉2+𝜉3)
𝜉2(𝜉2+𝜉4)

𝜉2

+ 𝜉3+𝜉4
𝜉3𝜉4

[𝑚2(𝜉1)𝜉1 +𝑚2(𝜉2 + 𝜉3)(𝜉2 + 𝜉3)][
1

𝜉1(𝜉2+𝜉3)
+ 1

𝜉2(𝜉2+𝜉4)
]𝜉2.

因此, 对第一项利用(5.5.7), 对第二项利用(5.5.6)我们终于得到

|𝐽31|
|ℎ4|
.

1

𝑁4
1

,



S5.5 I-方法 · 139 ·

从而命题得证. �

从𝜎4的估计立即可得𝑀5的估计.

命命命题题题5.5.5. 如果𝑚具有形式(5.5.4), 则

|𝑀5(𝜉1, . . . , 𝜉5)|.
[︂

𝑚2(𝑁*45)𝑁45

(𝑁 +𝑁1)(𝑁 +𝑁2)(𝑁 +𝑁3)(𝑁 +𝑁45)

]︂
𝑠𝑦𝑚

,

其中

𝑁*45 = min(𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝑁45, 𝑁12, 𝑁13, 𝑁23).

接下来要做两件事情. 一是证明修正能量𝐸4
𝐼 (𝑡)增长比较缓慢, 二是证明它

和修正能量𝐸2
𝐼 (𝑡)比较接近. 为控制𝐸4

𝐼 (𝑡)的增长, 只需要控制其导数

𝑑

𝑑𝑡
𝐸4
𝐼 (𝑡) = Λ5(𝑀5).

命命命题题题5.5.6. 设𝐼 ⊂ R且|𝐼|.1. 令0 6 𝑘1 6 . . . 6 𝑘5且𝑘4 > 10. 则有⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
𝐼

∫︁ 5∏︁
𝑖=1

𝑃𝑘𝑖(𝑤𝑖)(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒.2 5(𝑘1+𝑘2+𝑘3)

12 2−𝑘4−𝑘5
5∏︁
𝑗=1

‖Δ̂𝑘𝑗 (𝑤𝑗)‖𝑋𝑘𝑗
, (5.5.21)

其中在右边如果𝑘𝑗 = 0则用�̄�𝑘𝑗代替𝑋𝑘𝑗 .

证明.由Hölder不等式得到(5.5.21)的左边项小于等于

3∏︁
𝑖=1

‖Δ𝑘𝑖(𝑤𝑖)‖𝐿3
𝑥𝐿

∞
𝑡∈𝐼

· ‖Δ𝑘4(𝑤4)‖𝐿∞
𝑥 𝐿2

𝑡
· ‖Δ𝑘5(𝑤5)‖𝐿∞

𝑥 𝐿2
𝑡
.

对于‖Δ𝑘4(𝑤4)‖𝐿∞
𝑥 𝐿2

𝑡
以及‖Δ𝑘5(𝑤5)‖𝐿∞

𝑥 𝐿2
𝑡
我们利用命题5.4.1即得控制.

对于项‖Δ𝑘𝑖(𝑤𝑖)‖𝐿3
𝑥𝐿

∞
𝑡∈𝐼
我们对‖Δ𝑘𝑖(𝑤𝑖)‖𝐿2

𝑥𝐿
∞
𝑡∈𝐼
和‖Δ𝑘𝑖(𝑤𝑖)‖𝐿4

𝑥𝐿
∞
𝑡∈𝐼
用插值

定理以及命题5.4.1可得. �

命命命题题题5.5.7. 设𝛿.1. 假设𝑚如(5.5.4)给出且𝑠 = −3/4, 则⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝛿

0
Λ5(𝑀5;𝑢1, · · · , 𝑢5)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
.𝑁−15/4

5∏︁
𝑗=1

‖𝐼(𝑢𝑗)‖𝐹 0(𝛿). (5.5.22)

证明.根据命题5.5.5, 可得(5.5.22)式的左边小于等于∑︀
𝑘𝑖>0

⃒⃒⃒∫︀ 𝛿
0 Λ5

(︁
𝑁45𝑚2(𝑁*45)

(𝑁+𝑁1)(𝑁+𝑁2)(𝑁+𝑁3)(𝑁+𝑁45)
∏︀5

𝑖=1𝑚(𝑁𝑖)
;𝑃𝑘1𝑢1, · · · , 𝑃𝑘5𝑢5

)︁
𝑑𝑡
⃒⃒⃒
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.𝑁− 15
4
∏︀5
𝑖=1 ‖𝑢𝑗‖𝐹 0(𝛿),

其中𝑁𝑖 = 2𝑘𝑖 . 消去 𝑁*45
(𝑁+𝑁45)

6 1以及仅考虑最坏的情形𝑚2(𝑁*45) = 1. 从而只

要证∑︀
𝑘1,··· ,𝑘5>0

⃒⃒⃒∫︀ 𝛿
0 Λ5

(︁∏︀3
𝑖=1

1
(𝑁+𝑁𝑖)𝑚(𝑁𝑖)

1
𝑚(𝑁4)

1
𝑚(𝑁5)

;𝑃𝑘1𝑢1, · · · , 𝑃𝑘5𝑢5
)︁
𝑑𝑡
⃒⃒⃒

.𝑁− 15
4
∏︀5
𝑖=1 ‖𝑢𝑗‖𝐹 0(𝛿).

由对称性可以假设𝑁1 > 𝑁2 > 𝑁3以及𝑁4 > 𝑁5且至少有两个𝑁𝑖满足𝑁𝑖&𝑁 .

固定延拓̃︀𝑢𝑖使得‖̃︀𝑢𝑖‖𝐹 0.2‖𝑢𝑖‖𝐹 0(𝛿). 为符号简单起见, 仍记为𝑢𝑖.

根据(5.5.4)并且𝑠 = −3/4, 很容易看出 1
(𝑁+𝑁𝑖)𝑚(𝑁𝑖)

.𝑁−3/4⟨𝑁𝑖⟩−1/4以及

1

𝑚(𝑁4)𝑚(𝑁5)
.𝑁−3/2𝑁

3/4
4 𝑁

3/4
5 .

因此需要控制

𝑁− 15
4

∑︁
𝑘𝑖

∫︁ 𝛿

0
Λ5

(︃
3∏︁
𝑖=1

⟨𝑁𝑖⟩−1/4𝑁
3/4
4 𝑁

3/4
5 ;𝑢1, · · · , 𝑢5

)︃
𝑑𝑡. (5.5.23)

如果𝑁2 ∼ 𝑁1&𝑁 , 𝑁4.𝑁2, 只考虑最坏的情形𝑁1 > 𝑁2 > 𝑁4 > 𝑁5 > 𝑁3.

由(5.5.21)得

(5.5.23).𝑁− 15
4

∑︁
𝑁𝑖

⟨𝑁1⟩−5/4⟨𝑁2⟩−5/4⟨𝑁3⟩1/6𝑁7/6
4 𝑁

7/6
5

5∏︁
𝑖=1

‖̂︂𝑃𝑘𝑖𝑢‖𝑋𝑘𝑖

.𝑁− 15
4

5∏︁
𝑗=1

‖𝐼𝑢𝑗‖𝐹 0(𝛿). (5.5.24)

剩余的情形𝑁4 ∼ 𝑁5&𝑁 , 𝑁1.𝑁5 或𝑁1 ∼ 𝑁4&𝑁可以类似处理, 从略. �

下面的命题告诉我们𝐸4
𝐼 (𝑡)和𝐸

2
𝐼 (𝑡)是非常接近的.

命命命题题题5.5.8. 假设𝐼是由𝑚定义的Fourier乘子算子, 其中𝑚如(5.5.4)所示

且𝑠 = −3/4. 则

|𝐸4
𝐼 (𝑡)− 𝐸2

𝐼 (𝑡)|.‖𝐼𝑢(𝑡)‖3𝐿2 + ‖𝐼𝑢(𝑡)‖4𝐿2 .

证明.因为𝐸4
𝐼 (𝑡) = 𝐸2

𝐼 + Λ3(𝜎3) + Λ4(𝜎4), 从而只要证

|Λ3(𝜎3;𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)|.
3∏︁
𝑗=1

‖𝐼𝑢𝑗(𝑡)‖𝐿2 , (5.5.25)
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以及

|Λ4(𝜎4;𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4)|.
4∏︁
𝑗=1

‖𝐼𝑢𝑗(𝑡)‖𝐿2 . (5.5.26)

我们可以假设 ̂︀𝑢𝑗是非负的. 为证明(5.5.25), 只要证⃒⃒⃒⃒
Λ3

(︂
𝑚2(𝜉1)𝜉1 +𝑚2(𝜉2)𝜉2 +𝑚2(𝜉3)𝜉3

𝜉1𝜉2𝜉3𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2)𝑚(𝜉3)
;𝑢1, 𝑢2, 𝑢3

)︂⃒⃒⃒⃒
.

3∏︁
𝑖=1

‖𝑢𝑗‖2. (5.5.27)

做频率二进制分解, 可得(5.5.27)式的左边小于等于∑︁
𝑘𝑖>0

⃒⃒⃒⃒
Λ3

(︂
𝑚2(𝜉1)𝜉1 +𝑚2(𝜉2)𝜉2 +𝑚2(𝜉3)𝜉3

𝜉1𝜉2𝜉3𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2)𝑚(𝜉3)
;Δ𝑘1𝑢1,Δ𝑘2𝑢2,Δ𝑘3𝑢3

)︂⃒⃒⃒⃒
. (5.5.28)

记𝑁𝑖 = 2𝑘𝑖 . 由对称性可以假设𝑁1 > 𝑁2 > 𝑁3. 进一步可以假设𝑁1 ∼ 𝑁2&𝑁 .

分两种情况讨论.

情形1. 𝑁3 ≪ 𝑁 .

此时𝑚3(𝑁3) = 1, 从而得

(5.5.30).
∑︁
𝑘𝑖>0

⃒⃒⃒⃒
Λ3

(︂
𝑁 𝑠𝑁 𝑠

𝑁1+𝑠
1 𝑁1+𝑠

1

; Δ𝑘1𝑢1,Δ𝑘2𝑢2,Δ𝑘3𝑢3

)︂⃒⃒⃒⃒
.
∑︁
𝑘𝑖>0

⃒⃒⃒
Λ3

(︁
𝑁

−1/4
1 𝑁

−1/4
2 ; Δ𝑘1𝑢1,Δ𝑘2𝑢2,Δ𝑘3𝑢3

)︁⃒⃒⃒
.

所以在这一情形只需证

∑︁
𝑘𝑖>0

∫︁
𝜉1+𝜉2+𝜉3=0,|𝜉𝑖|∼𝑁𝑖

𝑁
−1/2
1

3∏︁
𝑖=1

𝜂𝑘𝑖(𝜉𝑖)̂︀𝑢𝑖(𝜉𝑖). 3∏︁
𝑖=1

‖𝑢𝑖‖𝐿2 .

定义𝑣𝑖(𝑥), 它的Fourier变换如下:

̂︀𝑣𝑖(𝜉) = 𝑁
−1/6
𝑖 ̂︀𝑢𝑖(𝜉)𝜒{|𝜉|∼𝑁𝑖}(𝜉).

由Sobolev嵌入定理可知‖𝑣𝑖‖𝐿3.‖𝑢𝑖‖𝐿2 , 从而应用Hölder不等式可得

∑︁
𝑘𝑖>0

∫︁
𝜉1+𝜉2+𝜉3=0,|𝜉𝑖|∼𝑁𝑖

𝑁
−1/2
1

3∏︁
𝑖=1

𝜂𝑘𝑖(𝜉𝑖)̂︀𝑢𝑖(𝜉𝑖)
.
∑︁
𝑘𝑖>0

𝑁
−1/6
1 𝑁

1/6
3

3∏︁
𝑖=1

‖𝑣𝑖‖𝐿3.
3∏︁
𝑖=1

‖𝑢𝑖‖𝐿2 .
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从而在这一情形命题得证.

情形2. 𝑁3&𝑁 . 此时显然有

(5.5.30).
∑︁
𝑘𝑖>0

⃒⃒⃒⃒
⃒Λ3

(︃
𝑁

−3/4
3 𝑁−3/4

𝑁
1/2
1

;𝑃𝑘1𝑢1, 𝑃𝑘2𝑢2, 𝑃𝑘3𝑢3

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒.

3∏︁
𝑖=1

‖𝑢𝑖‖𝐿2 .

从而(5.5.25)得证.

接下来证(5.5.26). 只要证⃒⃒⃒⃒
Λ4

(︂
𝜎4

𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2)𝑚(𝜉3)𝑚(𝜉4)
;𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4

)︂⃒⃒⃒⃒
.

4∏︁
𝑖=1

‖𝑢𝑗‖2. (5.5.29)

做频率二进制分解, 可得(5.5.29)式的左边小于等于∑︁
𝑘𝑖>0

⃒⃒⃒⃒
Λ4

(︂
𝜎4

𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2)𝑚(𝜉3)𝑚(𝜉4)
;Δ𝑘1𝑢1,Δ𝑘2𝑢2,Δ𝑘3𝑢3,Δ𝑘4𝑢4

)︂⃒⃒⃒⃒
. (5.5.30)

记𝑁𝑖 = 2𝑘𝑖 . 由对称性可以假设𝑁1 > 𝑁2 > 𝑁3 > 𝑁4. 进一步可以假设𝑁1 ∼
𝑁2&𝑁 . 在积分区域有⃒⃒⃒⃒

𝜎4
𝑚(𝜉1)𝑚(𝜉2)𝑚(𝜉3)𝑚(𝜉4)

⃒⃒⃒⃒
.

1∏︀4
𝑖=1(𝑁 +𝑁𝑖)𝑚(𝑁𝑖)

.
𝑁−3∏︀4
𝑖=1𝑁

1/4
𝑖

.

利用Hölder不等式可得

(5.5.30).
∑︁
𝑘𝑖>0

𝑁−3∏︀4
𝑖=1𝑁

1/4
𝑖

‖Δ𝑘1𝑢1‖𝐿2‖Δ𝑘2𝑢2‖𝐿2‖Δ𝑘3𝑢3‖𝐿∞‖Δ𝑘4𝑢4‖𝐿∞

.
4∏︁
𝑖=1

‖𝑢𝑗‖2.

所以命题得证. �

现在可以把上一节得到的局部解延拓到整体. 首先需要一个变形的局部

适定性结果, 它的证明与上节中的证明类似从而略去, 直观上可以这样理解:

当𝑁 = 1时对应𝑠 = −3/4的局部适定性, 当𝑁 = ∞时对应𝑠 = 0的局部适定性,

从而可以想象KdV方程在1 6 𝑁 <∞时有一致的局部适定性.

命命命题题题5.5.9. 设−3/4 6 𝑠 6 0. 假设𝜑满足‖𝐼𝜑‖𝐿2(R) 6 2𝜖0 ≪ 1. 则

在[−1, 1]方程(5.3.1)存在唯一的解使得

‖𝐼𝑢‖𝐹 0(1) 6 𝐶𝜖0, (5.5.31)

其中常数𝐶与𝑁无关.
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对任意给定的𝑢0 ∈ 𝐻−3/4和时间𝑇 > 0, 我们的目的是要构造[0, 𝑇 ]的解.

若𝑢是KdV方程的解且初值为𝑢0, 则对任意𝜆 > 0, 𝑢𝜆(𝑥, 𝑡) = 𝜆−2𝑢(𝑥/𝜆, 𝑡/𝜆3)也

是KdV方程的解且初值为𝑢0,𝜆 = 𝜆−2𝑢0(𝑥/𝜆). 通过简单的计算知

‖𝐼𝑢0,𝜆‖𝐿2.𝜆−
3
2
−𝑠𝑁−𝑠‖𝑢0‖𝐻𝑠 .

对于固定的𝑁(𝑁待定), 我们选取𝜆 ∼ 𝑁− 2𝑠
3+2𝑠使得

𝜆−
3
2
−𝑠𝑁−𝑠‖𝜑‖𝐻𝑠 = 𝜖0 < 1.

为符号简单起见, 我们仍记𝑢𝜆为𝑢, 𝑢0,𝜆为𝑢0, 并且假设‖𝐼𝑢0‖𝐿2 6 𝜖0, 目标

是构造[0, 𝜆3𝑇 ]的解. 根据命题5.5.9可知存在[0, 1]的解, 只要去控制修正能

量𝐸2
𝐼 (𝑡) = ‖𝐼𝑢‖2𝐿2即可.

首先来看𝐸2
𝐼 (𝑡)在𝑡 ∈ [0, 1]的控制, 我们将证明𝐸2

𝐼 (𝑡) < 4𝜖20. 由连续性方法

不妨假设𝐸2
𝐼 (𝑡) < 5𝜖20, 根据命题5.5.8可得

𝐸4
𝐼 (0) = 𝐸2

𝐼 (0) +𝑂(𝜖30)

以及

𝐸4
𝐼 (𝑡) = 𝐸2

𝐼 (𝑡) +𝑂(𝜖30).

由命题5.5.7得对𝑡 ∈ [0, 1]有

𝐸4
𝐼 (𝑡) 6 𝐸

4
𝐼 (0) + 𝐶𝜖50𝑁

−15/4.

所以

‖𝐼𝑢(1)‖2𝐿2 = 𝐸4
𝐼 (1) +𝑂(𝜖30) 6𝐸

4
𝐼 (0) + 𝐶𝜖50𝑁

−15/4 +𝑂(𝜖30)

=𝜖20 + 𝐶𝜖50𝑁
−15/4 +𝑂(𝜖30) < 4𝜖20.

因此解𝑢延拓一步, 从而可以延拓到𝑡 ∈ [0, 2]. 这样延拓𝑀步, 可以得到对𝑡 ∈
[0,𝑀 + 1]有

𝐸4
𝐼 (𝑡) 6 𝐸

4
𝐼 (0) + 𝐶𝑀𝜖50𝑁

−15/4.

只要𝑀𝑁−15/4.1, 因此有

𝐸2
𝐼 (𝑀) = 𝐸4

𝐼 (𝑡) +𝑂(𝜖30) = 𝜖20 +𝑂(𝜖30) + 𝐶𝑀𝜖50𝑁
−15/4 < 4𝜖20,

从而可以将解延拓到𝑡 ∈ [0, 𝑁15/4]. 由于选取𝑁(𝑇 )充分大, 使得

𝑁15/4 > 𝜆3𝑇 ∼ 𝑁3𝑇.
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从而解𝑢延拓到了[0, 𝜆3𝑇 ], 再做尺度变换即可.

在本节的最后, 来看看得到的整体解有什么样的性质. 根据尺度变换可以

得到

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢(𝑡)‖𝐻𝑠 ∼𝜆3/2+𝑠 sup
𝑡∈[0,𝜆3𝑇 ]

‖𝑢𝜆(𝑡)‖𝐻𝑠 6 𝜆3/2+𝑠 sup
𝑡∈[0,𝜆3𝑇 ]

‖𝐼𝑢𝜆(𝑡)‖𝐿2 ,

‖𝐼𝜑𝜆‖𝐿2.𝑁−𝑠‖𝜑𝜆‖𝐻𝑠 ∼ 𝑁−𝑠𝜆−3/2−𝑠‖𝜑‖𝐻𝑠 .

根据前面的讨论可知

sup
𝑡∈[0,𝜆3𝑇 ]

‖𝐼𝑢𝜆(𝑡)‖𝐿2.‖𝐼𝜑𝜆‖𝐿2 ,

从而知

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢(𝑡)‖𝐻𝑠.𝑁−𝑠‖𝜑‖𝐻𝑠 .

选择𝜆使得‖𝐼𝜑𝜆‖𝐿2 ∼ 𝜖0 ≪ 1, 可知

𝜆 = 𝜆(𝑁, 𝜖0, ‖𝜑‖𝐻𝑠) ∼
(︂
‖𝜑‖𝐻𝑠

𝜖0

)︂ 2
3+2𝑠

𝑁− 2𝑠
3+2𝑠 .

选取𝑁使得𝑁
15
4 > 𝜆3𝑇 ∼𝑐‖𝜑‖𝐻𝑠 ,𝜖0 𝑁

− 6𝑠
3+2𝑠𝑇 , 可知𝑁 ∼ 𝑇 4/3. 所以可知得到的

整体解𝑢(𝑥, 𝑡)满足

‖𝑢(𝑡)‖𝐻−3/4. (1 + |𝑡|)‖𝜑‖𝐻−3/4 .

对于𝑠 ∈ (−3/4, 0]的情形, 我们留给读者去证明.

S5.6 带带带导导导数数数非非非线线线性性性项项项Schrödinger方方方程程程

在前面几节, 我们证明了与KdV方程相关的Bourgain空间中的双线性估

计并由此得到了局部适定性. 然而有些情形例如KdV方程在𝑠 = −3/4时, 直接

使用Bourgain空间并不能得到局部适定性, 从而要求我们再结合别的技巧. 为

使读者进一步理解这一方法, 本节我们研究带导数非线性项的Schrödinger方程

的Cauchy问题 ⎧⎨⎩𝑖𝑢𝑡 + 𝑢𝑥𝑥 = 𝑖𝜆(|𝑢|2𝑢)𝑥, (𝑥, 𝑡) ∈ R2

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥).
(5.6.1)
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根据第5.1节的讨论, 可知方程(5.6.1)对应的色散关系为𝜑(𝜉) = −𝜉2, 从而在本
节中我们限制Bourgain空间𝑋𝑠,𝑏是与导数Schrödinger方程相关的, 即由如下范

数给出:

‖𝑢‖𝑋𝑠,𝑏 = ‖⟨𝜉⟩2⟨𝜏 + 𝜉2⟩𝑏̂︀𝑢(𝜉, 𝜏)‖𝐿2 .

根据标准的方法, 我们知核心任务归结为证明如下的三线性估计

‖𝜕𝑥(𝑢𝑣𝑤)‖𝑋𝑠,𝑏−1.‖𝑢‖𝑋𝑠,𝑏‖𝑣‖𝑋𝑠,𝑏‖𝑤‖𝑋𝑠,𝑏 . (5.6.2)

但是这一个不等式对任意的𝑠, 𝑏 ∈ R都是不成立的, 可见[52]. 究其原因, 是由于

方程(5.6.1)的色散效应不强, 无法控制高低频相互作用. 事实上, 在[52]中作者

还证明了高低频作用产生的坏项只是对数的发散, 结合[66]光滑效应结构能够

克服这一个困难.

在本节, 我们将采用gauge变换的办法, 可见[61, 128, 147], 这里的结果

是由Takaoka[147]得到的. 为了把高低频相互作用消去或者减弱, 首先对方程

做gauge变换

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝒢𝜆(𝑢)(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑖𝜆
∫︀ 𝑥
−∞ |𝑢(𝑦,𝑡)|2𝑑𝑦𝑢(𝑥, 𝑡), (5.6.3)

这样容易验证𝑣满足如下的方程⎧⎨⎩𝑖𝜕𝑡𝑣 + 𝜕2𝑥𝑣 = −𝑖𝜆𝑣2𝜕𝑥𝑣 − |𝜆|2
2 |𝑣|4𝑣,

𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0(𝑥),
(5.6.4)

其中𝑣0(𝑥) = 𝑒−𝑖𝜆
∫︀ 𝑥
−∞ |𝑢0(𝑦)|2𝑑𝑦𝑢0(𝑥). 根据定义可知gauge变换是可逆的,

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝜆
∫︀ 𝑥
−∞ |𝑣(𝑦,𝑡)|2𝑑𝑦𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝒢−𝜆(𝑣).

从而𝑢和𝑣是可以相互控制的, 所以问题转化为只需研究Cauchy问题(5.6.4).

首先注意到原方程的非线性项为𝑖𝜆(|𝑢|2𝑢)𝑥 = 2𝑖𝜆|𝑢|2𝑢𝑥 + 𝑖𝜆𝑢2�̄�𝑥, 经

过gauge变换之后, 把|𝑢|2𝑢𝑥项消去, 换成了|𝑣|4𝑣. 显然|𝑣|4𝑣不含有导数从而
可以直接用Strichartz估计来处理. 但是, 初看上去, 方程(5.6.4)还有一个含

导数的非线性项𝑢2�̄�𝑥, 似乎gauge变换并没有把导数项完全消去. 但事实

上𝑢2�̄�𝑥比|𝑢|2𝑢𝑥好得多, 原因在于色散关系𝜔(𝜉) = −𝜉2是偶函数.

从Bourgain空间的定义可得

‖�̄�‖𝑋𝑠,𝑏 = ‖⟨𝜉⟩𝑠⟨𝜏 − 𝜉2⟩𝑏ℱ𝑢‖𝐿2
𝜉𝐿

2
𝜏
, ‖𝑢‖𝑋𝑠,𝑏 = ‖⟨𝜉⟩𝑠⟨𝜏 + 𝜉2⟩𝑏ℱ𝑢‖𝐿2

𝜉𝐿
2
𝜏
.
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对非线性项𝑢2�̄�𝑥, 我们可以证明当𝑠 > 1/2时对某个𝑏 > 1/2有

‖𝑢𝑣�̄�𝑥‖𝑋𝑠,𝑏−1
.‖𝑢‖𝑋𝑠,𝑏

‖𝑣‖𝑋𝑠,𝑏
‖𝑤‖𝑋𝑠,𝑏

. (5.6.5)

这与|𝑢|2𝑢𝑥是不同的, 事实上这很容易看清楚. 考虑𝑢𝑣�̄�𝑥的高低频相互作用最

坏的项Δ0𝑢Δ0𝑣Δ𝑘�̄�𝑥, 读者可以参考第5.3节中关于特征函数双线性估计的证

明得到相应的三线性估计的证明.

下面我们主要估计非线性项𝑣2𝜕𝑥𝑣. 首先需要关于Schrödinger自由解的相

关估计, 它们的证明与第5.2节中色散关系为𝜔(𝜉) = −|𝜉|𝜉时的证明是一样的,

证明省略.

引引引理理理5.6.1. Schrödinger方程对应的群{𝑆(𝑡) = F−1
𝑥 𝑒𝑖𝑡𝜉

2
F𝑥}+∞

−∞满足:

‖𝑆(𝑡)𝑣0‖𝐿6
𝑥𝐿

6
𝑡
.‖𝑣0‖𝐿2 ,

‖𝐷1/2𝑆(𝑡)𝑣0‖𝐿∞
𝑥 𝐿2

𝑡
.‖𝑣0‖𝐿2 ,

‖𝐷−1/4𝑆(𝑡)𝑣0‖𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡
.‖𝑣0‖𝐿2 .

利用引理5.1.6结合上述引理立即可得

引引引理理理5.6.2. 设𝑢 ∈ 𝑋0,𝑏且1/2 < 𝑏 < 1, 则

‖𝑢‖𝐿6
𝑥𝐿

6
𝑡
.‖𝑢‖𝑋0,𝑏 ,

‖𝐷1/2𝑢‖𝐿∞
𝑥 𝐿2

𝑡
.‖𝑢‖𝑋0,𝑏 ,

‖𝐷−1/4𝑢‖𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡
.‖𝑢‖𝑋0,𝑏 .

利用这些引理, 我们现在来证明如下的三线性估计.

定定定理理理 5.6.3. 假设𝑠 > 1/2, 1/2 < 𝑏 < 2/3, 𝑏′ > 1/2, 那么有

‖𝑣1𝑣2𝜕𝑥𝑣3‖𝑋𝑠,𝑏−1
6 𝐶‖𝑣1‖𝑋𝑠1,𝑏

′‖𝑣2‖𝑋𝑠2,𝑏
′‖𝑣3‖𝑋𝑠3,𝑏

′ . (5.6.6)

证明.利用Plancherel等式以及对偶可知, 只要证明: 如果𝑓𝑖 ∈ 𝐿2(R2)非

负, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 则∫︁
Γ4

⟨𝜉4⟩𝑠⟨𝜏4 − 𝜉24⟩𝑏−1𝜉3
∏︀4
𝑖=1 𝑓𝑖(𝜉𝑖, 𝜏𝑖)

⟨𝜏1 + 𝜉21⟩𝑏
′⟨𝜏2 + 𝜉22⟩𝑏

′⟨𝜏3 − 𝜉23⟩𝑏
′∏︀3

𝑖=1⟨𝜉𝑖⟩𝑠
.

4∏︁
𝑖=1

‖𝑓𝑖‖𝐿2 , (5.6.7)

其中Γ4是超平面

Γ4 = {(𝜉, 𝜏) ∈ R4 × R4 : 𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 + 𝜉4 = 0, 𝜏1 + 𝜏2 + 𝜏3 + 𝜏4 = 0}
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且赋予诱导的测度: 𝜃𝑖 = (𝜉𝑖, 𝜏𝑖)∫︁
Γ4

ℎ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3, 𝜃4) =

∫︁
R6

ℎ(𝜃1, 𝜃2, 𝜃3,−𝜃1 − 𝜃2 − 𝜃3)𝑑𝜃1𝑑𝜃2𝑑𝜃3.

由Plancherel等式易知∫︁
Γ4

4∏︁
𝑖=1

𝑓𝑖(𝜉𝑖, 𝜏𝑖) =

∫︁
R2

4∏︁
𝑖=1

F−1(𝑓𝑖)(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡. (5.6.8)

由对称性不妨假设积分区域限制在|𝜉1| 6 |𝜉2|. 引入记号|𝜉|𝑚𝑎𝑥, |𝜉|𝑠𝑢𝑏,
|𝜉|𝑡ℎ𝑑, |𝜉|𝑚𝑖𝑛分别表示|𝜉1|, |𝜉2|, |𝜉3|, |𝜉4|中的最大的, 第二大, 第三大, 以及最小

的数. 且记𝜎±𝑖 = 𝜏𝑖 ± 𝜉2𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 以及

𝐹𝑖 = F−1

(︂
𝑓𝑖

⟨𝜏 + 𝜉2⟩𝑏′
)︂
, 𝑖 = 1, 2; 𝐹𝑘 = F−1

(︂
𝑓𝑘

⟨𝜏 − 𝜉2⟩𝑏′
)︂
, 𝑘 = 3, 4.

进一步将积分区域按频率相互作用分成如下情形逐个讨论, 这里采用的

是[52]中的方法.

情形1. max(|𝜉1|, |𝜉2|, |𝜉3|, |𝜉4|) 6 10. 此时由(5.6.8)立即可得(5.6.7)的左

边式子小于等于∫︁
Γ4

∏︀4
𝑖=1 𝑓𝑖(𝜉𝑖, 𝜏𝑖)

⟨𝜏1 + 𝜉21⟩𝑏
′⟨𝜏2 + 𝜉22⟩𝑏

′⟨𝜏3 − 𝜉23⟩𝑏
′.‖𝑓4‖2

3∏︁
𝑖=1

‖𝐹𝑖‖𝐿6.
4∏︁
𝑖=1

‖𝑓𝑖‖𝐿2 .

情形2. |𝜉|𝑚𝑎𝑥 ≫ 1且|𝜉|𝑡ℎ𝑑 ≪ |𝜉|𝑠𝑢𝑏. 此时由𝜉1+𝜉2+𝜉3+𝜉4 = 0得|𝜉|𝑚𝑎𝑥 ∼
|𝜉|𝑠𝑢𝑏. 再分以下几个子情形讨论.

情形2a. |𝜉2| ≪ |𝜉3| ∼ |𝜉4|. 这一情形对应高低频相互作用. 首先注意到在

超平面上有

ℎ(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, 𝜉4) = 𝜎+1 + 𝜎+2 + 𝜎−3 + 𝜎−4 = 2(𝜉1 + 𝜉3)(𝜉2 + 𝜉3).

从而在这一情形有

max(|𝜎+1 |, |𝜎
+
2 |, |𝜎

−
3 |, |𝜎

−
4 |)&|𝜉3|

2.

如果|𝜎−4 |最大, 则只要满足𝑏 6 3/4且𝑠 > 1/4, 由(5.6.8)式和Hölder不等式可

得(5.6.7)的左边式子小于等于∫︁
Γ4

|𝜉3||𝜉3|2(𝑏−1)
∏︀4
𝑖=1 𝑓𝑖(𝜉𝑖, 𝜏𝑖)∏︀2

𝑖=1⟨𝜉𝑖⟩𝑠⟨𝜏1 + 𝜉21⟩𝑏
′⟨𝜏2 + 𝜉22⟩𝑏

′⟨𝜏3 − 𝜉23⟩𝑏
′
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.‖𝐽−𝑠𝐹1‖𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡
‖𝐽−𝑠𝐹2‖𝐿4

𝑥𝐿
∞
𝑡
‖𝑓4‖𝐿2

𝑥,𝑡
‖Λ2𝑏−1𝐹3‖𝐿∞

𝑥 𝐿2
𝑡
.

4∏︁
𝑖=1

‖𝑓𝑖‖𝐿2 .

如果|𝜎−3 |最大, 则由⟨𝜎−4 ⟩1−𝑏⟨𝜎
−
3 ⟩𝑏

′
.⟨𝜎−4 ⟩𝑏

′⟨𝜎−3 ⟩1−𝑏 知与|𝜎−4 |最大这一情形类
似可得. 如果|𝜎+2 |最大, 则由⟨𝜎−4 ⟩1−𝑏⟨𝜎

+
2 ⟩𝑏

′
.⟨𝜎−4 ⟩𝑏

′⟨𝜎+2 ⟩1−𝑏知只要满足𝑏 6
5/8且𝑠 > 1/4则(5.6.7)的左边式子小于等于∫︁

Γ4

|𝜉3||𝜉3|2(𝑏−1)
∏︀4
𝑖=1 𝑓𝑖(𝜉𝑖, 𝜏𝑖)∏︀2

𝑖=1⟨𝜉𝑖⟩𝑠⟨𝜏1 + 𝜉21⟩𝑏
′⟨𝜏3 − 𝜉23⟩𝑏

′⟨𝜏4 − 𝜉24⟩𝑏
′

.‖𝐽−𝑠𝐹1‖𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡
‖𝐹4‖𝐿4

𝑥𝐿
∞
𝑡
‖𝑓2‖𝐿2

𝑥,𝑡
‖Λ2𝑏−1𝐹3‖𝐿∞

𝑥 𝐿2
𝑡
.

4∏︁
𝑖=1

‖𝑓𝑖‖𝐿2 .

如果|𝜎+1 |最大, 由对称性这与|𝜎+2 |最大的情形是一样的.

情形2b. |𝜉2| ∼ |𝜉3| ∼ |𝜉|𝑚𝑎𝑥或|𝜉2| ∼ |𝜉4| ∼ |𝜉|𝑚𝑎𝑥. 不妨假设|𝜉2| ∼ |𝜉3| ∼
|𝜉|𝑚𝑎𝑥. 由ℎ表达式, 我们继续分情形讨论. 如果|𝜉2 + 𝜉3| 6 1, 则⟨𝜉1⟩ ∼ ⟨𝜉4⟩. 从
而当𝑠 > 1/2时可得(5.6.7)的左边式子小于等于∫︁

Γ4

∏︀4
𝑖=1 𝑓𝑖(𝜉𝑖, 𝜏𝑖)

⟨𝜏1 + 𝜉21⟩𝑏
′⟨𝜏2 + 𝜉22⟩𝑏

′⟨𝜏3 − 𝜉23⟩𝑏
′.

4∏︁
𝑖=1

‖𝑓𝑖‖𝐿2 .

如果|𝜉2 + 𝜉3| > 1, 则此时有max(|𝜎+1 |, |𝜎
+
2 |, |𝜎

−
3 |, |𝜎

−
4 |)&|𝜉3|. 类似情形2a的讨

论可得.

情形2c. |𝜉1| ∼ |𝜉3| ∼ |𝜉|𝑚𝑎𝑥或|𝜉1| ∼ |𝜉4| ∼ |𝜉|𝑚𝑎𝑥. 由对称性这与情
形2b是一样的.

情形2d. |𝜉1| ∼ |𝜉2| ∼ |𝜉|𝑚𝑎𝑥. 此时有max(|𝜎+1 |, |𝜎
+
2 |, |𝜎

−
3 |, |𝜎

−
4 |)&|𝜉3|2, 类

似情形2a的讨论可得.

情形3. |𝜉|𝑚𝑖𝑛 ≪ |𝜉|𝑡ℎ𝑑 ∼ |𝜉|𝑠𝑢𝑏 ∼ |𝜉|𝑚𝑎𝑥. 易知此时有

max(|𝜎+1 |, |𝜎
+
2 |, |𝜎

−
3 |, |𝜎

−
4 |)&|𝜉3|

2,

从而类似情形2a的讨论可得.

情形4. |𝜉|𝑚𝑖𝑛 ∼ |𝜉|𝑡ℎ𝑑 ∼ |𝜉|𝑠𝑢𝑏 ∼ |𝜉|𝑚𝑎𝑥, 类似情形1得到.

从而定理得证. �

在上述定理的证明, 我们并没有像定理5.3.1的证明中那样利用二进制分

解, 然后化为一些特征函数的估计以及二进求和, 但是基本的想法是一样的.

读者不妨自己给出这样的证明, 或者参考文献[52].
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接下来处理另外一个非线性项|𝑢|4𝑢, 根据标准方法知我们需要去做如下
类型的五线性估计

‖𝑢1𝑢2𝑢3�̄�4�̄�5‖𝑋𝑠,𝑏−1.
5∏︁
𝑖=1

‖𝑢𝑖‖𝑋𝑠,𝑏 . (5.6.9)

考虑到非线性𝑢2�̄�𝑥要求𝑠 > 1/2, 因此我们不去追究(5.6.9)的最佳估计, 而仅仅

满足于𝑠 > 1/2, 作者相信使得(5.6.9)成立的最佳条件是𝑠 > 0.

引引引理理理5.6.4. 假设𝑠 ∈ R, 1/2 < 𝑏 6 1, 则

‖𝜓(𝑡/𝑇 )𝑢‖𝑋𝑠,𝑏−1.‖𝑢‖
𝐿
2/(3−2𝑏)
𝑇 𝐻𝑠

𝑥
.

证明.不妨假设𝑠 = 0. 根据𝑋𝑠,𝑏的等价定义以及利用嵌入定理𝐿
2/(3−2𝑏)
𝑡 →˓

𝐻𝑏−1
𝑡 和Minkowski不等式可得

‖𝜓(𝑡/𝑇 )𝑢‖𝑋0,𝑏−1 =
⃦⃦
‖𝑒−𝑖𝑡𝜔(𝜉)𝜓(𝑡/𝑇 )(F𝑥𝑢)(𝜉, 𝑡)‖𝐻𝑏−1

𝑡

⃦⃦
𝐿2
𝜉

.
⃦⃦
‖𝑒−𝑖𝑡𝜔(𝜉)𝜓(𝑡/𝑇 )(F𝑥𝑢)(𝜉, 𝑡)‖𝐿2/(3−2𝑏)

𝑡

⃦⃦
𝐿2
𝜉
.‖𝑢‖

𝐿
2/(3−2𝑏)
𝑇 𝐿2

𝑥
,

从而引理得证. �

定定定理理理 5.6.5. 设𝑠 > 1/2, 1/2 < 𝑏 6 1, 则存在𝜃 > 0使得

‖𝜓(𝑡/𝑇 )𝑢1𝑢2𝑢3�̄�4�̄�5‖𝑋𝑠,𝑏−1.𝑇 𝜃
5∏︁
𝑖=1

‖𝑢𝑖‖𝑋𝑠,𝑏 . (5.6.10)

证明.我们在证明中假设𝑢1 = · · · = 𝑢5 = 𝑢, 它很容易推广到一般情形.

只要证明

‖𝜓(𝑡/𝑇 )|𝑢|4𝑢‖𝑋𝑠,𝑏−1.𝑇 𝜃‖𝑢‖5𝑋𝑠,𝑏 . (5.6.11)

由引理5.6.4, 引理5.6.2以及分数次Leibniz法则可得

‖𝜓(𝑡/𝑇 )|𝑢|4𝑢‖𝑋𝑠,𝑏−1.‖|𝑢|4𝑢‖
𝐿
2/(3−2𝑏)
𝑇 𝐻𝑠

𝑥
.‖𝑢4‖𝐿∞

𝑇 𝐿2
𝑥
‖𝑢‖

𝐿
2/(3−2𝑏)
𝑇 𝐻𝑠

∞

.𝑇 𝜃‖𝑢‖4𝐿∞
𝑇 𝐿8

𝑥
‖𝑢‖𝐿4

𝑇𝐻
𝑠
∞
.𝑇 𝜃‖𝑢‖5𝑋𝑠,𝑏 ,

从而定理得证. �

利用第5.3节中定理5.3.5的证明论述, 我们立即得
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命命命题题题5.6.6. 设1/2 6 𝑠 < 1. 对任何𝑣0 ∈ 𝐻𝑠, 则存在𝑏 > 1/2, 𝑇 =

𝑇 (‖𝑣0‖𝐻1/2) > 0以及Cauchy问题(5.6.4)的唯一解满足𝑣 ∈ 𝑋𝑠,𝑏
𝑇 .

对于原始的方程(5.6.1), 我们有

定定定理理理 5.6.7. 假设𝜆 ∈ R, 𝑠 > 1/2. 对任意𝑢0 ∈ 𝐻𝑠(R), 都存在𝑏 > 1/2,

𝑇 = 𝑇 (‖𝑢0‖𝐻1/2) > 0以及Cauchy问题(5.6.1)在[−𝑇, 𝑇 ] 的唯一解𝑢满足

𝑢 ∈ 𝐶([−𝑇, 𝑇 ] : 𝐻𝑠(R)), 𝒢𝜆(𝑢) ∈ 𝑋𝑠,𝑏
𝑇 .

且映射𝑢0 → 𝑢是局部Lipschitz连续的.

证明.对𝑢0 ∈ 𝐻𝑠, 1/2 6 𝑠 < 1, 我们定义𝑣0 ∈ 𝐻𝑠如下

𝑣0(𝑥) = 𝑒−𝑖𝜆/2
∫︀ 𝑥
−∞ |𝑢0(𝑦)|2𝑑𝑦𝑢0(𝑥).

假设𝑣
(𝑛)
0 是𝐻

∞中的一串序列且在𝐻𝑠范数下𝑣
(𝑛)
0 → 𝑣0. 假设𝑣𝑛是由命题5.6.6得

到的方程(5.6.4) 的解, 我们定义

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) =𝒢−𝜆(𝑣𝑛)(𝑥, 𝑡),

𝑢
(𝑛)
0 (𝑥) =𝑒𝑖𝜆/2

∫︀ 𝑥
−∞ |𝑣(𝑛)

0 (𝑦)|2𝑑𝑦𝑣
(𝑛)
0 (𝑥).

由定义显然有

‖𝑢𝑛‖𝐿∞
𝑇 𝐿2

𝑥
= ‖𝑣𝑛‖𝐿∞

𝑇 𝐿2
𝑥
.

利用分数次Leibniz法则以及Sovolev嵌入定理可得对1/2 6 𝑠 < 1有

‖𝐷𝑠𝑢𝑛‖𝐿∞
𝑇 𝐿2

𝑥
.‖𝐷𝑠𝑣𝑛‖𝐿∞

𝑇 𝐿2
𝑥
+

⃦⃦⃦⃦
𝐷𝑠

(︂
𝑒𝑖𝜆/2

∫︀ 𝑥
−∞ |𝑣(𝑛)

0 (𝑦)|2𝑑𝑦
)︂
𝑣𝑛

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑇 𝐿2

𝑥

.‖𝐷𝑠𝑣𝑛‖𝐿∞
𝑇 𝐿2

𝑥
+

⃦⃦⃦⃦
𝐷𝑠

(︂
𝑒𝑖𝜆/2

∫︀ 𝑥
−∞ |𝑣(𝑛)

0 (𝑦)|2𝑑𝑦
)︂⃦⃦⃦⃦

𝐿∞
𝑇 𝐿𝑝

𝑥

‖𝑣𝑛‖𝐿∞
𝑇 𝐿𝑞

𝑥

.‖𝐷𝑠𝑣𝑛‖𝐿∞
𝑇 𝐿2

𝑥
+ ‖𝑣𝑛‖2𝐿∞

𝑇 𝐿
2𝑝1
𝑥

‖𝑣𝑛‖𝐿∞
𝑇 𝐻

1/2
𝑥

.(1 + ‖𝑣𝑛‖2𝐿∞
𝑇 𝐻𝑠

𝑥
)‖𝑣𝑛‖𝐿∞

𝑇 𝐻𝑠
𝑥

其中2 < 𝑝 <∞, 1/𝑝+ 1/𝑞 = 1/2, 以及1/𝑝1 = 1/𝑝+ 1− 𝑠. 用同样的方法可得

‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑚‖𝐿∞
𝑇 𝐻𝑠

𝑥
.(1 + ‖𝑣𝑛‖𝐿∞

𝑇 𝐻𝑠
𝑥
+ ‖𝑣𝑚‖𝐿∞

𝑇 𝐻𝑠
𝑥
)2‖𝑣𝑛 − 𝑣𝑚‖𝐿∞

𝑇 𝐻𝑠
𝑥
.

事实上我们只需证明对任意的2 6 𝑝 <∞有𝒢𝜆是𝐻𝑠 → 𝐿𝑝的Lipschitz连续的映

射. 由于⃦⃦⃦
𝑒𝑖𝜆/2

∫︀ 𝑥
−∞ |𝑓(𝑦)|2𝑑𝑦𝑓(𝑥)− 𝑒𝑖𝜆/2

∫︀ 𝑥
−∞ |𝑔(𝑦)|2𝑑𝑦𝑔(𝑥)

⃦⃦⃦
𝐿𝑝



S5.7 其它色散方程 · 151 ·

.‖𝑓 − 𝑔‖𝐻𝑠 +
⃦⃦⃦
𝑒𝑖𝜆/2

∫︀ 𝑥
−∞ |𝑓(𝑦)|2𝑑𝑦 − 𝑒𝑖𝜆/2

∫︀ 𝑥
−∞ |𝑔(𝑦)|2𝑑𝑦

⃦⃦⃦
𝐿∞

(‖𝑓‖𝐻𝑠 + ‖𝑔‖𝐻𝑠).

利用|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| 6 ‖𝑓 ′‖𝐿1 , 从而得⃦⃦⃦
𝑒𝑖𝜆/2

∫︀ 𝑥
−∞ |𝑓(𝑦)|2𝑑𝑦 − 𝑒𝑖𝜆/2

∫︀ 𝑥
−∞ |𝑔(𝑦)|2𝑑𝑦

⃦⃦⃦
𝐿∞

.
⃦⃦⃦
𝑒𝑖𝜆/2

∫︀ 𝑥
−∞(|𝑓(𝑦)|2−|𝑔(𝑦)|2)𝑑𝑦 − 1

⃦⃦⃦
𝐿∞

.‖|𝑓 |2 − |𝑔|2‖𝐿1.‖𝑓 − 𝑔‖𝐻𝑠(‖𝑓‖𝐻𝑠 + ‖𝑔‖𝐻𝑠).

令𝑛→ ∞, 我们得到方程(5.6.1)的解𝑢. 从而定理得证. �

S5.7 其其其它它它色色色散散散方方方程程程

除了KdV方程和Schrödinger方程这两个经典的色散方程外, 还有其它的

一些重要的色散方程, 近年来被很多数学家关注. 所以在这一节中我们再介

绍一些其它的色散方程. 本节首先给出作者的一些体会, 以便读者能更好地

掌握如何利用Bourgian 空间的方法来研究色散方程解的局部适定性. 从上

面关于KdV方程的双线性估计和带导数非线性项的Schrödinger方程的三线性

估计可以看出, 我们既可以利用Tao的[𝑘;𝑍]乘子[151]的想法来证明, 也可以利

用方程的局部光滑效应和最大函数估计的方法来证明[147]. 两种方法各有千

秋, 需要读者仔细体会. 我们以KdV方程的双线性估计为例给予阐述. 我们利

用Tao的[𝑘;𝑍]乘子方法可以得到定理5.3.1的证明即

‖𝜕𝑥(𝑢1𝑢2)‖𝑋𝑠,𝑏−1 6 𝐶‖𝑢1‖𝑋𝑠,𝑏′‖𝑢2‖𝑋𝑠,𝑏′ , 𝑠 > −3/4, 𝑏, 𝑏′ > 1/2 (5.7.1)

如果只利用KdV方程的基本的空时估计：Strichartz估计,局部光滑效应, 最大

函数估计的方法可得上式在𝑠 > −5/8成立,可参看[79]. 当−5/8 > 𝑠 > −3/4时,

Kenig, Ponce, Vega [81]利用如下初等的微分不等式证明上了(5.7.1).∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑥

(1 + |𝑥− 𝛼|)2𝑏(1 + |𝑥− 𝛽|)2𝑏
6

𝐶

(1 + |𝛼− 𝛽|)2𝑏
, 𝑏 >

1

2
(5.7.2)∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑥

(1 + |𝑥|)2𝑏
√
𝑎− 𝑥

6
𝐶

(1 + |𝑎|)
1
2

, 𝑏 >
1

2
(5.7.3)∫︁ ∞

−∞

𝑑𝑥

(1 + |𝑥− 𝛼|)2(1−𝑏)(1 + |𝑥− 𝛽|)2𝑏
6

𝐶

(1 + |𝛼− 𝛽|)2(1−𝑏)
, 𝑏 >

1

2
(5.7.4)∫︁

|𝑥|6𝛽

𝑑𝑥

(1 + |𝑥|)2(1−𝑏)
√
𝑎− 𝑥

6
𝐶(1 + 𝛽)2(𝑏−

1
2
)

(1 + |𝑎|)
1
2

, 𝑏 >
1

2
. (5.7.5)
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作者发现如果像本章第三节那样首先定义𝜉 = 𝜉1 + 𝜉2, 𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2

𝜎 = 𝜏 − 𝜉3, 𝜎1 = 𝜏1− 𝜉31 , 𝜎2 = 𝜏2− 𝜉32 .如果对超平面{(𝜉, 𝜉1, 𝜉2)× (𝜏, 𝜏1, 𝜏2) ∈
R3 × R3 : 𝜉 = 𝜉1 + 𝜉2, 𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2} 进行适当的分区. 那么在|𝜉1| ∼ |𝜉2| ≫ |𝜉|,
|𝜎| > |𝜎1|, |𝜎2|的情形下, 我们只利用不等式(5.7.2), 对其他情形如同文章[79]我

们利用Strichartz估计,局部光滑效应, 最大函数估计仍然可以得到(5.7.1), 这

样可以简化了文章[81]中的证明, 有兴趣的读者可以证明. 从中我们也可以看

出在负正则性的问题中高×高→低的相互作用的情形是比较坏的, 所以在本

章第四节重点考虑高×高→低的情形. 这样对相函数复杂的色散方程, 如果计

算𝐿2双线性估计([𝑘;𝑍]乘子方法的基本估计)困难的话(Tao在文章[151]中只计

算了KdV方程(对应本书的引理5.3.2), Schrödinger方程和波方程的𝐿2双线性估

计), 利用上述方法得到的一些色散方程的低正则性结果和利用[𝑘;𝑍]乘子方法

得到的结果一样. 有兴趣的读者可以试着比较一些. 此外对应着不等式(5.7.2),

还有一个类似的不等式, 在研究色散方程解的局部适定性也起着重要的作用.∫︁
R

𝑑𝑥

⟨𝑥− 𝛼⟩2𝑏⟨𝑥− 𝛽⟩2𝑏
6

𝐶

⟨𝛼− 𝛽⟩4𝑏−1
,
1

4
< 𝑏 <

1

2
. (5.7.6)

下面, 我们以相函数复杂的色散方程：四阶非线性Schrödinger 方程为例

阐述一下如何解决相函数有非零奇异点的方程解的局部适定性. ( KdV方程

的相函数𝜑(𝜉) = 𝜉3和Schrödinger方程的相函数𝜑(𝜉) = |𝜉|2没有非零奇异点, 即

相函数本身及其一阶, 二阶导数为零的解只有零解.) 关于涡旋丝的四阶非线

性Schrödinger 方程如下:

𝑖𝜕𝑡𝑢+ 𝜕2𝑥𝑢+ 𝜈𝜕4𝑥𝑢 = 𝐹 (𝑢, �̄�, 𝜕𝑥𝑢, 𝜕𝑥�̄�, 𝜕
2
𝑥𝑢, 𝜕

2
𝑥�̄�), (𝑥, 𝑡) ∈ R× R, (5.7.7)

其中𝜈 是实数且𝜈 ̸= 0, 非线性项𝐹 被如下给出

𝐹 (𝑢, �̄�, 𝜕𝑥𝑢, 𝜕𝑥�̄�, 𝜕
2
𝑥𝑢, 𝜕

2
𝑥�̄�)

= −1

2
|𝑢|2𝑢+ 𝜆1|𝑢|4𝑢+ 𝜆2(𝜕𝑥𝑢)

2�̄�+ 𝜆3|𝜕𝑥𝑢|2𝑢+ 𝜆4𝑢
2𝜕2𝑥�̄�+ 𝜆5|𝑢|2𝜕2𝑥𝑢,

其中𝜆1 = −3𝜇
4 , 𝜆2 = −2𝜇 + 𝜈

2 , 𝜆3 = −4𝜇 − 𝜈, 𝜆5 = −2𝜇 + 𝜈 且𝜇 是实数. 此

方程来源于嵌入在一个无限区域上充满非粘滞性的不可压缩流中的涡旋丝的

三维运动. 需要注意的是此方程的相函数𝜑(𝜉) = 𝜈𝜉4 − 𝜉2 有非零奇异点. 这样

我们不能直接利用本章第二节的方法得到此方程的局部光滑效应和最大函数

估计. 因此, 我们需要利用Fourier 限制算子

𝑃𝑁𝑓 =

∫︁
|𝜉|>𝑁

𝑒𝑖𝑥𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉, 𝑃𝑁𝑓 =

∫︁
|𝜉|6𝑁

𝑒𝑖𝑥𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉, ∀𝑁 > 0, (5.7.8)
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来分离相函数的奇异性. 这样我们利用Fourier 限制算子和本章第二节的方法

可以得到如下

‖𝐷
3
2
𝑥𝑃

2𝑎𝑆(𝑡)𝜙‖𝐿∞
𝑥 𝐿2

𝑡
6 𝐶‖𝜙‖𝐿2 (5.7.9)

‖𝐷− 1
4

𝑥 𝑃 𝑎𝑆(𝑡)𝜙‖𝐿4
𝑥𝐿

∞
𝑡
6 𝐶‖𝜙‖𝐿2 , (5.7.10)(︁∫︁ ∞

−∞
sup

[−𝑇,𝑇 ]
|𝑃 𝑎𝑆(𝑡)𝑢0|2𝑑𝑥

)︁1/2
6 𝐶𝑇,𝑠‖𝑢0‖𝐻𝑠 , 𝑠 > 1 (5.7.11)

这里𝑎是与𝜈有关的常数. 这样利用(5.7.9),(5.7.10), (5.7.11)和Strichartz估计,

由Bourgain空间的方法得到方程(5.7.7)的Cauchy问题解的局部适定性. 感兴趣

的读者可以参见作者的文献[63, 64].

另外对于有些问题我们不能直接利用Bourgain空间𝑋𝑠,𝑏来构造压缩映射

的方法来得到, 从而需要有新的方法, 我们在这里不详细地介绍这些方法, 感兴

趣的读者可以查阅相关的文献, 例如在Guo的博士论文[54]中对此做了系统的

研究和介绍. 例如与导数Schrödinger方程非常相近的是(广义) Benjamin-Ono

(BO) 方程:

𝜕𝑡𝑢+ℋ𝜕𝑥𝑥𝑢 = 𝜇𝜕𝑥(𝑢
𝑘), 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). (5.7.12)

其中𝑘 ∈ Z, 𝜇 ∈ R, 以及ℋ是Hilbert变换ℋ(𝑓)(𝑥) = 1
𝜋𝑝.𝑣.

∫︀
R
𝑓(𝑦)
𝑥−𝑦𝑑𝑦. 由于

̂︂ℋ𝑓 =

−𝑖sgn(𝜉) ̂︀𝑓(𝜉), 从而BO方程对应的色散关系为𝜔(𝜉) = −|𝜉|𝜉. 这个方程是
由Benjamin [8] 和Ono [127]在关于狭长槽中深水波运动研究中建立的模型.

与Schrödinger方程不同的是, 当𝑢0为实值时方程(5.7.12)的解𝑢也是实值的, 实

值和复值的BO方程是有本质的区别的.

和KdV方程相比, BO方程的色散效应更弱. 当𝑘 = 2时, 直接的压缩映

射对BO方程(5.7.12)不能适用, 但在弱一些的适定性的意义下(例如只要求

解映射是连续的), 对实值的BO方程仍然可以得到适定性结果, 目前最好

的结果是Kenig, Ionescu[66]证明了实值的BO方程的𝐿2整体适定性, 他们的

方法是基于gauge变换以及𝑋𝑠,𝑏结构. 当𝑘 = 3时, 目前最好的结果是Kenig,

Takaoka[87]通过做频率二进局部化的gauge变换证明了实值的Cauchy问题

在𝐻1/2的整体适定性并且证明𝑠 = 1/2在如下意义是最佳的: 解映射在𝑠 <

1/2时不再是一致连续的. 最近, 在文[52]中作者不做gauge变换而采用[66]中的

空间结构直接利用压缩映射原理证明了𝐻1/2中且𝐿2范数小的条件下的整体适

定性, 从而能处理复值的问题, 核心的困难是高低频相互作用产生的对数发散.

KdV方程和BO方程都是如下更为广义的一类水波方程的特殊情形:

𝜕𝑡𝑢+ |𝜕𝑥|1+𝛼𝜕𝑥𝑢 = 𝜇𝜕𝑥(𝑢
𝑘), 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (5.7.13)
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其中0 6 𝛼 6 1, 𝑢 : R2→R以及|𝜕𝑥|是符号为|𝜉|的Fourier乘子算子. 这个方

程在数学上是很有意思的, 因为它能使我们看清楚方程的色散效应是如何

影响适定性的. 从色散效应的强弱来看, 它介于KdV和BO方程之间, 例如

当0 < 𝛼 < 1时, 类似于BO方程, 直接的压缩映射原理也是失效的, 可参

考[109]. 但在这个情况下, 类似BO方程的gauge变换却失效, 从而需要有新的

方法. 关于这个方程的研究, 改进的能量方法可以参考[77], 利用[67]中短时

的𝑋𝑠,𝑏方法可参考[53], 利用仿微分gauge变换的方法可参考[62].

细心的读者不难发现, 在这一章我们所考虑的方程都是空间一维的情

形. 对于高维的情形有没有类似的应用呢? 例如对于对于前面几章研究

的Schrödinger方程. 事实上, 在高维的情形, Bourgain空间的方法也有广泛的

应用, 只是相对于一维的情形而言要复杂的多. 因为对于高维的情形, 频率相

互作用要复杂得多, 不再仅仅依赖频率之间的大小, 还与它们的夹角有关. 例

如对于非线性项为二次型的Schrödinger方程(𝑛 = 1, 2)

𝑖𝑢𝑡 +Δ𝑢 = 𝑁(𝑢, �̄�), 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥),

其中(𝑥, 𝑡) ∈ R𝑛×R, 𝑁(𝑢, �̄�) = 𝑐1|𝑢|2+𝑐2𝑢2+𝑐3�̄�2. 利用前面几章Strichartz估

计的方法只能得到𝑠 > 0的𝐻𝑠适定性, 但是利用Bourgain空间的方法可以做

到𝑠 > −3/4(𝑐1 = 0时)和𝑠 > −1/4(𝑐1 ̸= 0时), 可以参考[82, 28]. 这些结果

可以进一步被改进, 例如可以参考[7, 97]. 但是对于一般的非线性项|𝑢|𝑝𝑢,
Bourgain空间方法并不能得到更好的低正则性结果, 但是在低正则性的整体解

问题, 结合I-方法可以得到更好的结果, 例如可以参考[29]中的I-方法在二维的

情形. 在本章的最后, 我们介绍KP方程, 它被认为是KdV方程的二维形式, 同

样是一个重要的浅水波模型. KP-I方程由如下形式给出

𝜕𝑡𝑢+ 𝜕3𝑥𝑢− 𝜕−1
𝑥 𝜕2𝑦𝑢+ 𝜕𝑥(𝑢

2/2) = 0; 𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝜑(𝑥, 𝑦), (5.7.14)

其中𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) : R3 → R是未知函数, 𝜑是给定的初值. 如果𝜕−1
𝑥 𝜕2𝑦𝑢前面的符号

是+, 则称为KP-II方程. 从适定性的角度看, KP-II方程研究得比较完整, 例

如可以参考[16, 149, 148, 59, 60]. 对于KP-I方程, Molinet, Saut和Tzvetkov

[112]证明了Picard迭代方法在𝐻𝑠1,𝑠2对任意的𝑠1, 𝑠2 ∈ R都失效. 改进的能量方

法可见[74, 111]. 最近, Ionescu, Kenig 和Tataru [67]得到了能量空间中的整

体适定性E1 = {𝜑 ∈ 𝐿2(R2), 𝜕𝑥𝜑 ∈ 𝐿2(R2), 𝜕−1
𝑥 𝜕𝑦𝜑 ∈ 𝐿2(R2)}, 他们采用了一

种新的方法, 可以看成是Bourgain空间方法和能量方法的结合, 推荐有兴趣的

读者去研读. 最近, 作者[56]把他们的结果改进, 不需要条件𝜕−1
𝑥 𝜕𝑦𝜑 ∈ 𝐿2(R2).

与KP-II方程相比, KP-I方程的𝐿2适定性问题仍然是一个挑战性的公开问题.
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波兰著名数学家 W. Orlicz 曾住在一个小公寓里, 他希望换一个大的, 一位

工作人员回答他: “你的公寓确实小, 但是我们不能接受你的抱怨, 因为我们

知道你已经有了自己的空间!”

1

在本章中, 我们用频率空间一致分解方法讨论(导数)NLS, NLKG方程, 我

们首先对这一方法进行简单介绍. 这种方法在PDE上应用, 是由本书第一作者

和合作者们系列工作发展的, 见 [179, 178, 177, 175]. 用 𝑄𝑘 表示中心在 𝑘 边

长为 1 的方体, 则 {𝑄𝑘}𝑘∈Z𝑛 构成R𝑛 的分解. 这种分解早在20世纪30年代被

Wiener [181] 使用, 我们通常称之为 R𝑛 的Wiener分解. 我们粗略地记

�𝑘 ∼ F−1𝜒𝑄𝑘
F , 𝑘 ∈ Z𝑛.

其中 𝜒𝐸 表示集合 𝐸 上的特征函数. 这一分解是针对频率空间的分解, 因为

𝑄𝑘 是 𝑄0 的平移, 所以这种分解在每个频率局部 𝑄𝑘 都是一样的. 我们把这

种分解算子称为频率一致分解算子. 频率空间一致分解算子和Schrödigner群

𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡Δ 相结合, 有很令人感兴趣的事情出现, 至少有下面的优势:

(1) �𝑘𝑆(𝑡) : 𝐿𝑝
′ → 𝐿𝑝 满足不含时间奇性的一致衰减.

(2) �𝑘𝑆(𝑡) : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑝 一致有界.

下面我们粗略解释一下上面的优势. 频率空间一致分解与二进制分解差

别很大, 回忆二进制分解算子:

△𝑘 ∼ F−1𝜒{|𝜉|∼2𝑘}F ,

注意到 {𝜉 : |𝜉| ∼ 2𝑘} 的体积等价于 2𝑛𝑘, 而 𝑄𝑘 的体积为 1. 这直接导致了二

者的Bernstein估计差别很大:

‖△𝑘𝑓‖𝑞 . 2𝑛(1/𝑝−1/𝑞)𝑘‖△𝑘𝑓‖𝑝, ‖�𝑘𝑓‖𝑞 . ‖�𝑘𝑓‖𝑝, 𝑝 6 𝑞.

我们发现, 使用 �𝑘 的Bernstein估计有令人感兴趣的事情出现, 估计的右端没

有正则性的增加. 这导致了下面Schrödigner群 𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡Δ 的估计:

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑓‖𝑝 . (1 + |𝑡|)−𝑛(1/2−1/𝑝)‖�𝑘𝑓‖𝑝′ , 𝑝 > 2, 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1.

1W. Orlicz (1903-1990), 关于他的传记, 可见http://www.sm.luth.se/̃lech.
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它与经典的 𝐿𝑝
′ → 𝐿𝑝 估计

‖△𝑘𝑆(𝑡)𝑓‖𝑝 . |𝑡|−𝑛(1/2−1/𝑝)‖△𝑘𝑓‖𝑝′

比较,我们发现,带 �𝑘 的估计消除了 𝑡 = 0时的奇性. 回忆经典的Strichartz估

计, 为了处理 |𝑡|−𝑛(1/2−1/𝑝) 在 𝑡 = 0 的奇性, 我们需要条件 𝑛(1/2 − 1/𝑝) 6 1,

这个限制是本质的. 由于条件 𝑛(1/2− 1/𝑝) 6 1 的限制, 我们处理NLS方程时,

如果非线性项 |𝑢|𝜅𝑢 中 𝜅 变大时, 我们采用的办法是提高工作空间的导数正则

性, 初值导数正则性相应提高.

带 �𝑘 的由于消除了 𝑡 = 0 时的奇性, 相应的Strichartz估计中条件

𝑛(1/2− 1/𝑝) 6 1 可以去掉. 处理非线性项 |𝑢|𝜅𝑢, 𝜅 变大时, 也不再需要提高工

作空间的导数正则性, 初值可以属于一类正则性较低的空间—模空间 𝑀2,1. 这

就导致我们另辟蹊径, 可以得到高维空间中NLS方程具有弱正则性初值的适定

性.

众所周知, Schrödinger群 𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡Δ : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑝 当且仅当 𝑝 = 2. 这是我

们无法在 𝐿𝑝 (𝑝 ̸= 2), 比如 𝐿∞ 中解非线性Schrödinger方程的主要原因之一.

但是, 对带有 �𝑘 的情形, 我们容易得到

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑓‖𝑝 . (1 + |𝑡|)𝑛|1/2−1/𝑝|‖�𝑘𝑓‖𝑝.

这是使用 �𝑘 分解另一有优势的方面. 这导致我们可以在模空间 𝑀𝑝,1 中

解NLS方程.

由于频率空间的一致分解比二进制分解更加细致, 这使得Schrödinger群

和 �𝑘 (𝑘 = (𝑘1, ..., 𝑘𝑛))的组合产生的各种带有导数(如 𝜕𝑥1) 的线性估计, 特别

是各向异性的光滑效应, 极大函数估计能够更精确地反映到 𝑘 的各个分量(如

𝑘1)上来, 这使得我们在研究导数NLS方程时, 处理含有导数的非线性项时比

二进制分解相对容易. 这就使我们用这种方法首先得到非椭圆型的导数非线

性Schrödinger方程的小初值整体适定性和散射算子的存在性. 我们在本章研

究导数非线性Schrödinger方程时会进一步说明.

S6.1 频频频率率率空空空间间间一一一致致致分分分解解解, 模模模空空空间间间

粗略地讲, 频率空间的二进制分解和ℓ𝑞(𝐿𝑝)组合产生Besov空间, 频率空

间一致分解和ℓ𝑞(𝐿𝑝)组合产生模空间. 从历史发展来看, 模空间的定义是由短

时Fourier变换定义的2, 与之有关的研究工作基本上都沿着这一定义. 在过去

2设𝑔 ∈ S (R𝑛), 记

𝑉𝑔𝑓(𝑥, 𝜔) =

∫︁
R𝑛

𝑒−i𝑡𝜔𝑔(𝑡− 𝑥)𝑓(𝑡)𝑑𝑡.
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二十多年里, 频率空间一致分解的想法并没有得到重视, Gröchenig近期的著

作[49]甚至没有提到这种想法. 但是, 从PDE应用的角度来看, 频率空间一致分

解和ℓ𝑞(𝑋(R𝑛))3组合这样的想法看来是更重要的, 特别是在做非线性项的估计

的时候, �𝑘对高低频的分解处理十分方便.

我们首先严格定义频率空间一致分解算子. 注意到𝜒𝑄𝑘
不能随便进行求导

运算, 我们需要用光滑的截断函数代替𝜒𝑄𝑘
. 假设𝜌 ∈ S (R𝑛), 𝜌 : R𝑛 → [0, 1]

为光滑函数, 并且如果|𝜉|∞ 6 1/2, 则𝜌(𝜉) = 1; 如果|𝜉|∞ > 1, 则𝜌(𝜉) = 04. 假

设𝜌𝑘 为𝜌 的平移:

𝜌𝑘(𝜉) = 𝜌(𝜉 − 𝑘), 𝑘 ∈ Z𝑛. (6.1.2)

我们看到在𝑄𝑘 上𝜌𝑘(𝜉) = 1, 于是
∑︀

𝑘∈Z𝑛 𝜌𝑘(𝜉) > 1 对所有𝜉 ∈ R𝑛 成立. 记

𝜎𝑘(𝜉) = 𝜌𝑘(𝜉)

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝜌𝑘(𝜉)

)︃−1

, 𝑘 ∈ Z𝑛. (6.1.3)

则有 ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
|𝜎𝑘(𝜉)| > 𝑐, ∀ 𝜉 ∈ 𝑄𝑘,

supp𝜎𝑘 ⊂ {𝜉 : |𝜉 − 𝑘|∞ 6 1},∑︀
𝑘∈Z𝑛 𝜎𝑘(𝜉) ≡ 1, ∀ 𝜉 ∈ R𝑛,

|𝐷𝛼𝜎𝑘(𝜉)| 6 𝐶|𝛼|, ∀ 𝜉 ∈ R𝑛, 𝛼 ∈ Z𝑛+.

(6.1.4)

因此, 集合

ϒ𝑛 = {{𝜎𝑘}𝑘∈Z𝑛 : {𝜎𝑘}𝑘∈Z𝑛 满足(6.1.4)} (6.1.5)

非空. 以下如无混淆, 我们则简记ϒ = ϒ𝑛. 假设{𝜎𝑘}𝑘∈Z𝑛 ∈ ϒ. 记

�𝑘 := F−1𝜎𝑘F , 𝑘 ∈ Z𝑛. (6.1.6)

𝑉𝑔𝑓被称为𝑓的短时Fourier变换. 模空间的原始范数定义为

‖𝑓‖𝑀𝑠
𝑝,𝑞

=

(︃∫︁
R𝑛

(︂∫︁
R𝑛

|𝑉𝑔𝑓(𝑥, 𝜔)|𝑝𝑑𝑥
)︂𝑞/𝑝

⟨𝜔⟩𝑠𝑞𝑑𝜔

)︃1/𝑞

. (6.1.1)

3𝑋为定义在R𝑛上的Banach函数空间.
4对𝜉 = (𝜉1, ..., 𝜉𝑛), |𝜉|∞ := max𝑖=1,...,𝑛 |𝜉𝑖|.
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{�𝑘}𝑘∈Z𝑛 被称为频率空间一致分解算子. 对𝑘 ∈ Z𝑛, 我们记|𝑘| = |𝑘1| + ... +

|𝑘𝑛|, ⟨𝑘⟩ = 1 + |𝑘|. 设𝑠 ∈ R, 0 < 𝑝, 𝑞 6∞,

𝑀 𝑠
𝑝,𝑞(R𝑛) =

⎧⎨⎩𝑓 ∈ S ′(R𝑛) : ‖𝑓‖𝑀𝑠
𝑝,𝑞

=

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩𝑠𝑞‖�𝑘𝑓‖𝑞𝑝

)︃1/𝑞

<∞

⎫⎬⎭ ,

(6.1.7)

为简单, 我们又记𝑀0
𝑝,𝑞 =𝑀𝑝,𝑞. 𝑀

𝑠
𝑝,𝑞被称之为模空间

5.

S6.1.1 模模模空空空间间间的的的基基基本本本性性性质质质

我们知道, 一般说来如果𝑝 ̸= 𝑞, ‖ · ‖𝑝和‖ · ‖𝑞无关. 但是如果考虑频率空间

的局部化, 则二者可以比较, 这也是为什么函数空间进行各种频率分解的原因

之一.

引引引理理理6.1.1. 设Ω ⊂ R𝑛 为紧子集, diamΩ < 2𝑅, 0 < 𝑝 6 𝑞 6 ∞. 则存在

只依赖𝑝, 𝑞,𝑅的常数𝐶 > 0, 使得

‖𝑓‖𝑞 6 𝐶‖𝑓‖𝑝, ∀ 𝑓 ∈ 𝐿𝑝Ω, (6.1.8)

其中𝐿𝑝Ω = {𝑓 ∈ 𝐿𝑝 : supp𝑓 ⊂ Ω}.

证明.取𝜓 ∈ S (R𝑛) 满足supp ̂︀𝜓 ⊂ 𝐵(0, 2𝑅)且 ̂︀𝜓|𝐵(0,𝑅) = 1. 由diamΩ <

2𝑅, 我们可以取到𝜉0满足Ω ⊂ 𝐵(𝜉0, 𝑅). 对任何𝑓 ∈ S (R𝑛) ∩ 𝐿𝑝Ω, 有
̂︀𝑓 =̂︀𝑓 ̂︀𝜓(· − 𝜉0), 这意味着

𝑓(𝑥) = 𝑐

∫︁
R𝑛

𝑓(𝑥− 𝑦)𝑒i𝜉0𝑦𝜓(𝑦)𝑑𝑦.

若1 6 𝑝 6∞, 使用卷积Young不等式, 则可得到结论. 若0 < 𝑝 < 1,

‖𝑓‖∞ 6 𝐶𝜓
(︂
sup
𝑦

|𝑓(𝑥− 𝑦)|1−𝑝
)︂∫︁

R𝑛

|𝑓(𝑥− 𝑦)|𝑝𝑑𝑦,

于是得到当𝑞 = ∞, 0 < 𝑝 < 1 时结论成立. 对一般情形0 < 𝑝 6 𝑞 < ∞,

用Hölder不等式, 𝐿𝑞范数可以被𝐿𝑝 和𝐿∞ 范数控制, 由此得到结论. �

引理6.1.1的证明本质上可以见[157], 我们这里想强调(6.1.8)中的常数不依

赖于Ω的位置. 我们感兴趣的情况是Ω = 𝑄𝑘, 𝑘 ∈ Z𝑛.
5这里采用的是一个等价的定义. Feichtinger[40]首先定义了局部紧的Abel群上的模空间, 并

用频率分解给出一个抽象的等价性表示. 不过, 对不熟悉Abel群的读者, 从Feichtinger[40] 的原

文看不出(6.1.7)范数与原来范数(6.1.1)的等价性, 一个直接证明可参见[178].
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引引引理理理6.1.2. (𝐿𝑝Ω-乘子估计引理) 设Ω ⊂ R𝑛 为紧子集, 0 < 𝑟 6 ∞. 𝜎𝑟 =

𝑛(1/(𝑟 ∧ 1)− 1/2). 设𝑠 > 𝜎𝑟. 则存在𝐶 > 0 使得

‖F−1𝜙F𝑓‖𝑟 6 𝐶‖𝜙‖𝐻𝑠‖𝑓‖𝑟 (6.1.9)

对所有𝑓 ∈ 𝐿𝑟Ω 和𝜙 ∈ 𝐻𝑠 成立.

证明.当𝑟 > 1, 此结论是Bernstein乘子定理1.2.5 的推论. 𝑟 < 1的证明可

见[157]. �

命命命题题题6.1.3. (完备性). 设0 < 𝑝, 𝑞 6∞, 𝑠 ∈ R.

(1) 𝑀 𝑠
𝑝,𝑞 为完备的拟(quasi-) Banach 空间. 特别如果1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞, 那么𝑀 𝑠

𝑝,𝑞

为Banach空间.

(2) S (R𝑛) ⊂𝑀 𝑠
𝑝,𝑞 ⊂ S ′(R𝑛).

(3) 设0 < 𝑝, 𝑞 <∞, 则S (R𝑛) 在𝑀 𝑠
𝑝,𝑞 稠密.

证明.类似Besov空间, 从略. �

命命命题题题6.1.4. (等价范数). 假设{𝜎𝑘}𝑘∈Z𝑛 , {𝜙𝑘}𝑘∈Z𝑛 ∈ ϒ. 则{𝜎𝑘}𝑘∈Z𝑛

和{𝜙𝑘}𝑘∈Z𝑛 生成𝑀 𝑠
𝑝,𝑞上的等价范数.

证明.注意下面的平移等式,

(F−1𝑚F𝑓)(𝑥) = 𝑒i𝑥𝑘
[︁
F−1𝑚(·+ 𝑘)F (𝑒−i𝑘𝑦𝑓(𝑦))

]︁
(𝑥).

为方便, 我们记

�𝜎𝑘 := F−1𝜎𝑘F , �𝜙𝑘 := F−1𝜙𝑘F .

注意�𝜎𝑘的几乎正交性:

�𝜎𝑘 =
∑︁

|ℓ|∞61

�𝜎𝑘�
𝜙
𝑘+ℓ, (6.1.10)

则有

‖�𝜎𝑘𝑓‖𝑝 6
∑︁

|ℓ|∞61

‖�𝜙𝑘+ℓ(�
𝜎
𝑘𝑓)‖𝑝.
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使用乘子估计:

‖�𝜙𝑘+ℓ(�
𝜎
𝑘𝑓)‖𝑝 . ‖𝜎𝑘‖𝐻𝑠‖�𝜙𝑘+ℓ𝑓‖𝑝, 𝑠 > 𝑛(1/(1 ∧ 𝑝)− 1/2),

以及‖𝜎𝑘‖𝐻𝑠 关于𝑘 ∈ Z𝑛一致有界, 立即得到

‖�𝜎𝑘𝑓‖𝑝 .
∑︁

|ℓ|∞61

‖�𝜙𝑘+ℓ𝑓‖𝑝,

从而‖𝑓‖{𝜎𝑘}𝑀𝑠
𝑝,𝑞
6 ‖𝑓‖{𝜙𝑘}

𝑀𝑠
𝑝,𝑞

. �

命题6.1.4告诉我们,我们可以根据实际需要选取{𝜎𝑘}𝑘∈Z𝑛 ∈ ϒ𝑛. 在PDE中,

下面的函数列是便于使用的: 设定义在R上的函数列{𝜎𝑘}𝑘∈Z ∈ ϒ1, 定义

𝜎𝑘(𝜉) := 𝜎𝑘1(𝜉1)...𝜎𝑘𝑛(𝜉𝑛), (6.1.11)

则有{𝜎𝑘}𝑘∈Z𝑛 ∈ ϒ𝑛. 上面的𝜎𝑘(𝜉) 在频率空间的各个方向实现了变量分离.

命命命题题题6.1.5. (嵌入) 设𝑠1, 𝑠2 ∈ R, 0 < 𝑝1, 𝑝2, 𝑞1, 𝑞2 6∞.

(1) 若𝑠2 6 𝑠1, 𝑝1 6 𝑝2, 𝑞1 6 𝑞2, 则有𝑀 𝑠1
𝑝1,𝑞1 ⊂𝑀 𝑠2

𝑝2,𝑞2 .

(2) 若𝑞2 < 𝑞1, 𝑠1 − 𝑠2 > 𝑛/𝑞2 − 𝑛/𝑞1, 则有𝑀 𝑠1
𝑝,𝑞1 ⊂𝑀 𝑠2

𝑝,𝑞2 .

证明.回忆

‖�𝑘𝑓‖𝑝2 6
∑︁

|ℓ|∞61

‖F−1𝜎𝑘F (�𝑘+ℓ𝑓)‖𝑝2 .

使用引理6.1.1,

‖�𝑘𝑓‖𝑝2 .
∑︁

|ℓ|∞61

‖F−1𝜎𝑘F (�𝑘+ℓ𝑓)‖𝑝1 .
∑︁

|ℓ|∞61

‖�𝑘+ℓ𝑓‖𝑝1 .

注意到ℓ𝑞1 ⊂ ℓ𝑞2 , 我们可以得到(1)的结论.

下面证明(2). 使用Hölder 不等式,

‖𝑓‖𝑀𝑠2
𝑝,𝑞2

=

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩𝑠2𝑞2‖�𝑘𝑓‖𝑞2𝑝

)︃1/𝑞2

6 ‖𝑓‖𝑀𝑠1
𝑝,𝑞1

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩(𝑠2−𝑠1)𝑞1𝑞2/(𝑞1−𝑞2)
)︃(𝑞1−𝑞2)/𝑞1𝑞2

. (6.1.12)
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注意到 ∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩(𝑠2−𝑠1)𝑞1𝑞2/(𝑞1−𝑞2) .
∞∑︁
𝑖=0

⟨𝑖⟩𝑛−1+(𝑠2−𝑠1)𝑞1𝑞2/(𝑞1−𝑞2) (6.1.13)

𝑠1 − 𝑠2 > 𝑛/𝑞2 − 𝑛/𝑞1 蕴含(6.1.13) 右端为收敛级数, 从而证得(2)的结论. �

命命命题题题6.1.6. (对偶空间)设𝑠 ∈ R, 0 < 𝑝, 𝑞 <∞. 当𝑝 > 1,规定1/𝑝+1/𝑝′ =

1; 当0 < 𝑝 < 1, 规定𝑝′ = ∞. 则

(𝑀 𝑠
𝑝,𝑞)

* =𝑀−𝑠
𝑝′,𝑞′ . (6.1.14)

命题6.1.6的证明类似Besov 空间相应的结果的证明, 见Triebel [157]. 但

是当0 < 𝑝 < 1时, 结果和Besov空间很不一样. 命题6.1.6的详细证明可见[177].

注注注记记记6.1.7. 当𝑝, 𝑞 ∈ [1,∞]时,本节的命题6.1.3, 6.1.5, 6.1.6是由Feichtinger

[40] 首先得到的, 不过在他的结论中和本书命题6.1.5对应结果有误. 当0 < 𝑝 <

1 或0 < 𝑞 < 1 时由作者[179, 177] 得到, 本书采用的证明均取自作者[179, 177],

不同于Feichtinger [40]的证明.

比作者稍晚, Kobayashi [98] 用和[179]类似的想法定义了𝑀𝑝,𝑞, 证明了

命题6.1.3, 几乎与作者[177]同时, Kobayashi在另一文章[99] 讨论了𝑀𝑝,𝑞 的

对偶, 得到命题6.1.6 的部分结果: 当0 < 𝑝 < 1 或1 < 𝑞 < ∞ 时, 他证明

了𝑀𝑝′,𝑞′ ⊂ (𝑀𝑝,𝑞)
* ⊂𝑀∞,∞. 其他情况证明了(𝑀𝑝,𝑞)

* =𝑀𝑝′,𝑞′ .

S6.2 Besov空空空间间间和和和模模模空空空间间间的的的关关关系系系

从定义上看, Besov空间和模空间有接近的地方, 一个是二进制分解

和ℓ𝑞(𝐿𝑝)组合, 另一个是频率一致分解和ℓ𝑞(𝐿𝑝)组合. 下面我们给出二者的包含

关系.

定定定理理理 6.2.1. (嵌入定理) 设0 < 𝑝, 𝑞 6∞, 𝑠1, 𝑠2 ∈ R. 我们有下面的结论.

(1) 𝐵𝑠1
𝑝,𝑞 ⊂𝑀 𝑠2

𝑝,𝑞 当且仅当𝑠1 > 𝑠2 + 𝜏(𝑝, 𝑞), 其中

𝜏(𝑝, 𝑞) = max

{︂
0, 𝑛

(︂
1

𝑞
− 1

𝑝

)︂
, 𝑛

(︂
1

𝑞
+

1

𝑝
− 1

)︂}︂
;

(2) 𝑀 𝑠1
𝑝,𝑞 ⊂ 𝐵𝑠2

𝑝,𝑞 当且仅当𝑠1 > 𝑠2 + 𝜎(𝑝, 𝑞), 其中

𝜎(𝑝, 𝑞) = max

{︂
0, 𝑛

(︂
1

𝑝
− 1

𝑞

)︂
, 𝑛

(︂
1− 1

𝑝
− 1

𝑞

)︂}︂
.
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S
1

S
2

S
3

(1/2,1/2)

p=2

(0, 0) (1, 0) 1/p

1/q

图 6.1: 𝜏(𝑝, 𝑞) 在R2
+ 的分布图: 在𝑆1中𝜏(𝑝, 𝑞) = 𝑛( 1

𝑞
− 1

𝑝
); 在𝑆2中𝜏(𝑝, 𝑞) = 0;

在𝑆3中𝜏(𝑝, 𝑞) = 𝑛( 1
𝑝
+ 1

𝑞
− 1).
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1/q

(0, 1)

(0, 0) (1, 0)

(1/2, 1/2) 

R
3

R
2

R
1

1/p+1/q=1

1/p=1/q

 1/p

图 6.2: 𝜎(𝑝, 𝑞) 的分布图: 𝑅1 中𝜎(𝑝, 𝑞) = 0; 𝑅2

中𝜎(𝑝, 𝑞) = 𝑛( 1
𝑝
− 1

𝑞
); 𝑅3 中𝜎(𝑝, 𝑞) = 𝑛(1− 1

𝑝
− 1

𝑞
).

定理6.2.1首先由P. Gröbner [48]用德文写的博士论文中讨论了(1/𝑝, 1/𝑞) ∈
[0, 1]2时的情况, 他的结果没有发表过, 当(1/𝑝, 1/𝑞)在正方形[0, 1]2的四个顶点

时, Gröbner给出的结果和定理6.2.1的充分性一样,但是Gröbner搞错了𝑝 = 2时

的嵌入, 他认为𝐵𝑛
2,1 ⊂ 𝑀2,1是最佳嵌入(事实上𝐵

𝑛/2
2,1 ⊂ 𝑀2,1为最佳嵌入). 随

后J. Toft [158]得到(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ [0, 1]2时定理6.2.1的充分性. 再后M. Sugimoto,

N. Tomita [145]证明了(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ [0, 1]2时定理6.2.1的第一个嵌入的必要性,

用对偶关系, 他们也得到第二个嵌入当(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ [0, 1]2, 𝑝, 𝑞 ̸= ∞时也是必
要的. 作者[179, 178, 177]采用频率一致分解的方法证明了定理6.2.1的全部结

论. [145]必要性的证明基于模空间的dilation性质, 作者[179, 178, 177]给出的必

要性证明是用频率空间分解的想法直接构造反例, 证明比[145]简单.

下面是定理6.2.1常用的特例.

推推推论论论6.2.2. 我们有下面的结论.

𝐵
𝑠+𝑛/2
2,1 ⊂𝑀 𝑠

2,1 ⊂ 𝐵𝑠
2,1, 𝐵𝑠+𝑛

∞,1 ⊂𝑀 𝑠
∞,1 ⊂ 𝐵𝑠

∞,1.

从PDE的角度来看, 上面的嵌入定理是很重要的, 我们给出详细证明. 定

理6.2.1的证明需要下面系列引理. 基本的想法是先对一类特殊的𝑝, 𝑞, 先证明
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结论, 一般情形由复插值证明. 下面定理的证明综合了[48, 179, 178, 177]的证

明, 不同于[158], [145]的证明.

引引引理理理6.2.3. 设0 < 𝑝, 𝑞 6∞. 下面的嵌入成立.

𝑀𝑝,𝑞 ⊂ 𝐵0
𝑝,𝑞, ∀ 𝑞 6 𝑝 ∧ 1,

𝑀𝑛(1/(𝑝∧1)−1/𝑞)
𝑝,𝑞 ⊂ 𝐵0

𝑝,𝑞, ∀ 𝑞 > 1 ∧ 𝑝.

证明.首先证明第一个嵌入.

‖𝑓‖𝑞
𝐵0

𝑝,𝑞
=

∞∑︁
𝑘=0

‖△𝑘𝑓‖𝑞𝑝. (6.2.1)

情形1. 𝑞 < 1, 𝑝 > 1. 令𝑎𝑘 = max(0, 2𝑘−1 −
√
𝑛), 𝑏𝑘 = 2𝑘+1 +

√
𝑛. 注意

到当|𝑖| ̸∈ [𝑎𝑘, 𝑏𝑘]时Δ𝑘�𝑖𝑓 = 0, 我们得到

‖△𝑘𝑓‖𝑞𝑝 6

⎛⎝ ∑︁
𝑖∈Z𝑛, |𝑖|∈[𝑎𝑘,𝑏𝑘]

‖△𝑘(�𝑖𝑓)‖𝑝

⎞⎠𝑞

.
∑︁

𝑖∈Z𝑛, |𝑖|∈[𝑎𝑘,𝑏𝑘]

‖�𝑖𝑓‖𝑞𝑝. (6.2.2)

(6.2.2)蕴含所要的结果.

情形2. 𝑞 < 1, 𝑝 < 1. 从𝑝 < 1, 𝑞/𝑝 6 1 看到

‖△𝑘𝑓‖𝑞𝑝 6

⎛⎝ ∑︁
𝑖∈Z𝑛, |𝑖|∈[𝑎𝑘,𝑏𝑘]

∫︁
|△𝑘(�𝑖𝑓)(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

⎞⎠𝑞/𝑝

6
∑︁

𝑖∈Z𝑛, |𝑖|∈[𝑎𝑘,𝑏𝑘]

‖△𝑘(�𝑖𝑓)‖𝑞𝑝. (6.2.3)

由𝐿𝑝Ω乘子估计引理, Δ𝑘�𝑖 : 𝐿
𝑝
𝐵(𝑖,

√
𝑛)

→ 𝐿𝑝
𝐵(𝑖,

√
𝑛)
. 由(6.2.3)便得到结论.

下面, 我们证明第二个嵌入. 还是分成两种情形.

情形1. 𝑝 > 1. 记

Λ0 = {𝑘 ∈ Z𝑛 : 𝐵(𝑘,
√
𝑛) ∩ {𝜉 : |𝜉| ∈ [0, 2)} ≠ ∅}, (6.2.4)

Λ𝑗 = {𝑘 ∈ Z𝑛 : 𝐵(𝑘,
√
𝑛) ∩ {𝜉 : |𝜉| ∈ [2𝑗−1, 2𝑗+1)} ≠ ∅}, 𝑗 > 1. (6.2.5)

由𝐿𝑝Ω乘子估计引理,

‖△𝑗𝑓‖𝑝 .
∑︁
𝑘∈Λ𝑗

∑︁
|ℓ|∞61

‖△𝑗�𝑘+ℓ�𝑘𝑓‖𝑝 .
∑︁
𝑘∈Λ𝑗

‖�𝑘𝑓‖𝑝, (6.2.6)
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由𝑞 > 𝑝 ∧ 1, 有

(𝑎1 + ...+ 𝑎𝑚)
𝑞 6 𝑚𝑞−1(𝑎𝑞1 + ...+ 𝑎𝑞𝑚). (6.2.7)

对𝑘 ∈ Λ𝑗 , 有|𝑘| ∼ 2𝑗 ; 并且Λ𝑗 最多和𝑂(2𝑛𝑗) 多个单位方体有交, 从而

‖𝑓‖𝑞
𝐵0

𝑝,𝑞
.

∞∑︁
𝑗=0

⎛⎝∑︁
𝑘∈Λ𝑗

‖�𝑘𝑓‖𝑝

⎞⎠𝑞

.
∞∑︁
𝑗=0

2𝑗𝑛(𝑞−1)
∑︁
𝑘∈Λ𝑗

‖�𝑘𝑓‖𝑞𝑝

.
∞∑︁
𝑗=0

∑︁
𝑘∈Λ𝑗

⟨𝑘⟩𝑛(𝑞−1)‖�𝑘𝑓‖𝑞𝑝

. ‖𝑓‖𝑞
𝑀

𝑛(1−1/𝑞)
𝑝,𝑞

. (6.2.8)

情形2. 𝑝 < 1. 由于𝑞/𝑝 > 1, 所以

(𝑎1 + ...+ 𝑎𝑚)
𝑞/𝑝 6 𝑚𝑞/𝑝−1(𝑎

𝑞/𝑝
1 + ...+ 𝑎𝑞/𝑝𝑚 ). (6.2.9)

由𝐿𝑝Ω乘子估计引理,

‖△𝑗𝑓‖𝑞𝑝 .

⎛⎝∑︁
𝑘∈Λ𝑗

∑︁
ℓ∈Λ

∫︁
R𝑛

|△𝑗�𝑘+ℓ�𝑘𝑓 |𝑝𝑑𝑥

⎞⎠𝑞/𝑝

. 2𝑗𝑛(𝑞/𝑝−1)
∑︁
𝑘∈Λ𝑗

‖�𝑘𝑓‖𝑞𝑝. (6.2.10)

类似情形1, 可以得到结论. �

引引引理理理6.2.4. 下面嵌入成立:

𝐵
𝑛(1/𝑞−1/2)
2,𝑞 ⊂𝑀2,𝑞, ∀ 0 < 𝑞 6 2.

证明.由Plancherel 等式, 有

‖𝑓‖𝑞𝑀2,𝑞
∼
∑︁
𝑘∈Z𝑛

‖𝜒𝑄𝑘
̂︀𝑓‖𝑞2. (6.2.11)

记Λ𝑗 = {𝑘 ∈ Z𝑛 : |𝑘| ∈ [2𝑗−1, 2𝑗)}. 设𝐿≫ 1, 则有

‖𝑓‖𝑞𝑀2,𝑞
.
∑︁

|𝑘|62𝐿
‖𝜒𝑄𝑘

̂︀𝑓‖𝑞2 + ∞∑︁
𝑗=𝐿

∑︁
𝑘∈Λ𝑗

‖𝜒𝑄𝑘
̂︀𝑓‖𝑞2. (6.2.12)
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易见Λ𝑗 最多有𝑂(2𝑛𝑗) 个元素. 从而有

‖𝑓‖𝑞𝑀2,𝑞
. ‖𝑓‖𝑞2 +

∞∑︁
𝑗=𝐿

2𝑗𝑛(1−𝑞/2)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑘∈Λ𝑗

𝜒𝑄𝑘
̂︀𝑓
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑞

2

.

. ‖𝑓‖𝑞2 +
∞∑︁
𝑗=𝐿

2𝑗𝑛(1−𝑞/2)‖𝜒|·|∈(2𝑗−2,2𝑗+1)
̂︀𝑓‖𝑞2.

. ‖𝑓‖𝑞
𝐵

𝑛(1/𝑞−1/2)
2,𝑞

, (6.2.13)

这正是我们想要的结果. �

引引引理理理6.2.5. 设1 6 𝑝, 𝑞 6∞. 我们有

𝑀𝜎(𝑝,𝑞)
𝑝,𝑞 ⊂ 𝐵0

𝑝,𝑞, 𝜎(𝑝, 𝑞) = max

(︂
0, 𝑛

(︂
1

𝑝 ∧ 𝑝′
− 1

𝑞

)︂)︂
. (6.2.14)

证明.由引理6.2.3, 引理6.2.4的对偶形式, 有

𝑀𝑛
𝑝,∞ ⊂ 𝐵0

𝑝,∞, 1 6 𝑝 6∞, (6.2.15)

𝑀
𝑛(1/2−1/𝑞)
2,𝑞 ⊂ 𝐵0

2,𝑞, 2 6 𝑞 6∞. (6.2.16)

取𝑝 = 1,∞ 和𝑞 = ∞, 则有

𝑀𝑛
1,∞ ⊂ 𝐵0

1,∞, 𝑀
𝑛/2
2,∞ ⊂ 𝐵0

2,∞, 𝑀𝑛
∞,∞ ⊂ 𝐵0

∞,∞. (6.2.17)

(6.2.17) 的两端分别进行复插值(见附录),

𝑀max(𝑛/𝑝, 𝑛/𝑝′)
𝑝,∞ ⊂ 𝐵0

𝑝,∞, 1 6 𝑝 6∞. (6.2.18)

引理6.2.3 也蕴含

𝑀𝑝,1 ⊂ 𝐵0
𝑝,1, 1 6 𝑝 6∞. (6.2.19)

回忆

𝑀2,2 = 𝐵0
2,2. (6.2.20)

(6.2.18)–(6.2.20)进行复插值运算, 可得到结论. �

当0 < 𝑝 < 1时, 我们还需要下面的乘子估计(见Peetre [133], Triebel

[157]).
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命命命题题题6.2.6. 设Ω ⊂ R𝑛 为紧子集, 0 < 𝑝 6 1. 则有

‖F−1𝑀F𝑓‖𝑝 . ‖𝑀‖
𝐵

𝑛(1/𝑝−1/2)
2,𝑝

‖𝑓‖𝑝

对所有𝑓 ∈ 𝐿𝑝Ω, 𝑀 ∈ 𝐵
𝑛(1/𝑝−1/2)
2,𝑝 成立.

推推推论论论6.2.7. 设𝑏 > 0, 0 < 𝑝 6 1. 则

‖F−1𝑀F𝑓‖𝑝 6 𝐶‖𝑀(𝑏 ·)‖
𝐵

𝑛(1/𝑝−1/2)
2,𝑝

‖𝑓‖𝑝

对所有𝑓 ∈ 𝐿𝑝𝐵(0,𝑏), 𝑀 ∈ 𝐵
𝑛(1/𝑝−1/2)
2,𝑝 成立, 其中𝐶 > 0 和𝑏 > 0 无关.

如果𝑓 ∈ 𝐿𝑝𝐵(0,𝑏), 则𝑓(𝑏
−1 ·) ∈ 𝐿𝑝𝐵(0,1). 由

(F−1𝑀F𝑓)(𝑥) = [F−1𝑀(𝑏 ·) ̂𝑓(𝑏−1 ·)](𝑏𝑥),

使用命题6.2.6 就可以得到推论6.2.7.

引引引理理理6.2.8. 设0 < 𝑝 6∞. 则有

𝐵𝑛(1/(𝑝∧1)−1)
𝑝,∞ ⊂𝑀𝑝,∞. (6.2.21)

证明.首先考虑0 < 𝑝 < 1. 由推论6.2.7, 对|𝑘| ≫ 1, |𝑘| ∈ [2𝑗−1, 2𝑗),

‖�𝑘𝑓‖𝑝 =

⃦⃦⃦⃦
⃦F−1𝜎𝑘

4∑︁
ℓ=−4

𝜙𝑗+ℓF𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

. ‖𝜎𝑘(2𝑗+5 ·)‖
𝐵

𝑛(1/𝑝−1/2)
2,𝑝

4∑︁
ℓ=−4

‖△𝑗+ℓ𝑓‖𝑝 . (6.2.22)

用Besov空间的scaling (见[157])

‖𝑔(𝜆 ·)‖𝐵𝑠
𝑝,𝑞
6 𝜆𝑠−𝑛/𝑝‖𝑔‖𝐵𝑠

𝑝,𝑞
, 𝜆 & 1,

可以得到6

‖𝜎𝑘(2𝑗+5 ·)‖
𝐵

𝑛(1/𝑝−1/2)
2,𝑝

. 2𝑗𝑛(1/𝑝−1)‖𝜎𝑘‖𝐵𝑛(1/𝑝−1/2)
2,𝑝

. 2𝑗𝑛(1/𝑝−1). (6.2.23)

6在𝑀𝑠
𝑝,𝑞的定义中, 我们总是假设𝜎𝑘 = 𝜎0(· − 𝑘).
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将(6.2.23) 代入到(6.2.22), 立即得到

‖�𝑘𝑓‖𝑝 . 2𝑗𝑛(1/𝑝−1)
4∑︁

ℓ=−4

‖△𝑗+ℓ𝑓‖𝑝 . (6.2.24)

由(6.2.24), 得到(6.2.21)成立.

下面考虑𝑝 > 1 的情形. 由Young不等式, 当|𝑘| ≫ 1,

‖�𝑘𝑓‖𝑝 =

⃦⃦⃦⃦
⃦F−1𝜎𝑘

4∑︁
ℓ=−4

𝜙𝑗+ℓF𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑝

. ‖F−1𝜎𝑘‖1
4∑︁

ℓ=−4

‖△𝑗+ℓ𝑓‖𝑝 .
4∑︁

ℓ=−4

‖△𝑗+ℓ𝑓‖𝑝 . (6.2.25)

这蕴含结论. �

定定定理理理6.2.1 的的的证证证明明明. (充分性) 先证明𝑀
𝑠+𝜎(𝑝,𝑞)
𝑝,𝑞 ⊂ 𝐵𝑠

𝑝,𝑞. 由引理6.2.5得到,

当1 6 𝑝, 𝑞 6 ∞ 时结论成立. 当0 < 𝑝 6 1或者0 < 𝑞 < 1时, 由引理6.2.3 可以

得到结果.

再证明𝐵
𝑠+𝜏(𝑝,𝑞)
𝑝,𝑞 ⊂𝑀 𝑠

𝑝,𝑞. 记R2
+ = {(1/𝑝, 1/𝑞) : 1/𝑝, 1/𝑞 > 0}, 回忆

𝑆1 = {(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ R2
+ : 1/𝑞 > 1/𝑝, 1/𝑝 6 1/2};

𝑆2 = {(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ R2
+ : 1/𝑞 6 1/𝑝, 1/𝑝+ 1/𝑞 6 1};

𝑆3 = R2
+ ∖ (𝑆1 ∪ 𝑆2).

首先考虑(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ 𝑆3. 此时𝜏(𝑝, 𝑞) = 𝑛(1/𝑝 + 1/𝑞 − 1). 取(𝑝0, 𝑞0)

和(𝑝1, 𝑞1) 满足

1

𝑝0
=

1

𝑝
+

1

𝑞
,

1

𝑞0
= 0;

1

𝑝1
=

1

2
,

1

𝑞1
=

1

𝑝
+

1

𝑞
− 1

2
,

设𝜃 = 1
𝑞 (

1
𝑝 +

1
𝑞 −

1
2)

−1, 则有

1

𝑝
=

1− 𝜃

𝑝0
+

𝜃

𝑝1
,

1

𝑞
=

1− 𝜃

𝑞0
+
𝜃

𝑞1
;

1

𝑝
+

1

𝑞
− 1 = (1− 𝜃)

(︂
1

𝑝0
− 1

)︂
+

(︂
1

𝑞1
− 1

2

)︂
𝜃.
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使用引理6.2.4, 6.2.8,

𝐵
𝑛(1/𝑞1−1/2)
2,𝑞1

⊂𝑀2,𝑞1 , 𝐵𝑛(1/𝑝0−1)
𝑝0,∞ ⊂𝑀𝑝0,∞.

复插值运算得到,

𝐵𝑛(1/𝑝+1/𝑞−1)
𝑝,𝑞 ⊂𝑀𝑝,𝑞.

其次, 考虑情形(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ 𝑆1. 如果(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ �̇�1 (�̇�1 = 𝑆1的内点

集合), (1/𝑝, 1/𝑞) 可以在(1/∞, 1/∞) 和线段{(1/𝑝, 1/𝑞) : 𝑝 = 2, 𝑞 < 2} 上某
点(1/𝑝1, 1/𝑞1)的连线上, 从而由复插值得到

𝐵𝑛(1/𝑞−1/𝑝)
𝑝,𝑞 ⊂𝑀𝑝,𝑞. (6.2.26)

最后考虑情形(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ 𝑆2. 这可由第一个嵌入的对偶形式得到.

(必要性) 我们需要证明对任何0 < 𝜂 ≪ 1,

𝐵𝜏(𝑝,𝑞)−𝜂
𝑝,𝑞 ̸⊂𝑀𝑝,𝑞. (6.2.27)

情形 1.1. (1/𝑝, 1/𝑞) ∈ 𝑆3. 设𝑓 = F−1𝜙𝑗 , 𝑗 ≫ 1. 我们有

‖𝑓‖𝑞
𝐵

𝜏(𝑝,𝑞)−𝜂
𝑝,𝑞

=
1∑︁

ℓ=−1

2𝑞(𝜏(𝑝,𝑞)−𝜂)(𝑗+ℓ)‖F−1𝜙𝑗+ℓ𝜙𝑗‖𝑞𝑝

. 2𝑞(𝑛/𝑞−𝜂)𝑗 . (6.2.28)

不失一般性, 我们可以认为

𝜙𝑗(𝜉) = 1, ∀ 𝜉 ∈ 𝐷𝑗 :=

{︂
𝜉 :

5

4
· 2𝑗−1 6 |𝜉| 6 3

4
· 2𝑗+1

}︂
.

注意

Λ𝑗 =
{︀
𝑘 ∈ Z𝑛 : 𝐵(𝑘,

√
𝑛) ⊂ 𝐷𝑗

}︀
包含至少𝑂(2𝑗𝑛) 多个个点, 有

‖𝑓‖𝑞𝑀𝑝,𝑞
=
∑︁
𝑘∈Z𝑛

‖�𝑘F−1𝜙𝑗‖𝑞𝑝 >
∑︁
𝑘∈Λ𝑗

‖F−1𝜎𝑘𝜙𝑗‖𝑞𝑝 & 2𝑛𝑗 . (6.2.29)

由(6.2.28) 和(6.2.29),

‖𝑓‖𝑀𝑝,𝑞 & 2𝜂𝑗‖𝑓‖
𝐵

𝜏(𝑝,𝑞)−𝜂
𝑝,𝑞

,
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这蕴含了(6.2.27).

情形 1.2. (1/𝑝, 1/𝑞) ∈ 𝑆2. 先考察𝑞 = ∞ 的情形. 取𝑘(𝑗) = (2𝑗 , 0, ..., 0)

和𝑓 = F−1𝜎𝑘(𝑗), 我们看到

‖𝑓‖𝑀𝑝,∞ & 1 & 2𝜂𝑗‖𝑓‖𝐵−𝜂
𝑝,∞

.

若𝑞 <∞, 我们来证明

𝑀𝑝,𝑞 ̸⊂ 𝐵𝜀
𝑝,𝑟 ∪𝐵𝜀

∞,∞. (6.2.30)

设𝑓 ∈ S (R𝑛) 为Schwartz 函数满足supp ̂︀𝑓 ⊂ {𝜉 : |𝜉𝑖| < 1/2, 𝑖 = 1, ..., 𝑛}.
设𝑁 ≫ 1, 0 < 𝜀≪ 1,

𝑘(𝑗) = (2𝑁𝑗 , 0, ..., 0) ∈ Z𝑛, (6.2.31)

̂︀𝐹 (𝜉) = ∞∑︁
𝑗=1

2−𝜀𝑁𝑗 ̂︀𝑓(𝜉 − 𝑘(𝑗)). (6.2.32)

注意supp ̂︀𝐹 ⊂ ∪∞
𝑗=1𝑄𝑘(𝑗), 则可以得到

�𝑘𝐹 = 0 if 𝑘 ̸= 𝑘(𝑗) + ℓ, |ℓ|∞ 6 1. (6.2.33)

由于𝑁 ≫ 1, 人们知道

‖𝐹‖𝑞𝑀𝑝,𝑞
6

∞∑︁
𝑗=1

∑︁
|ℓ|∞61

‖�𝑘(𝑗)+ℓ𝐹‖𝑞𝑝.

6
∞∑︁
𝑗=1

∑︁
|ℓ|∞61

2−𝜀𝑁𝑞𝑗‖F−1𝜎𝑘(𝑗)+ℓ ̂︀𝑓(· − 𝑘(𝑗))‖𝑞𝑝

=

∞∑︁
𝑗=1

∑︁
|ℓ|∞61

2−𝜀𝑁𝑞𝑗‖�ℓ𝑓‖𝑞𝑝 . 1, (6.2.34)

这导致𝐹 ∈𝑀𝑝,𝑞. 另一方面, 取𝑠 > 𝜀, 有

‖𝐹‖𝑟𝐵𝑠
𝑝,𝑟
>

∞∑︁
𝑗=1

2𝑠𝑟𝑗‖△𝑗𝐹‖𝑟𝑝.

&
∞∑︁
𝑗=1

2𝑠𝑟𝑁𝑗‖△𝑁𝑗𝐹‖𝑟𝑝

&
∞∑︁
𝑗=1

2(𝑠−𝜀)𝑟𝑁𝑗‖F−1𝜙𝑁𝑗𝜒𝑄𝑘(𝑗)
̂︀𝑓(· − 𝑘(𝑗))‖𝑟𝑝, (6.2.35)
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这里𝜙𝑗 = 𝜙(2−𝑗 ·). 可以认为当|𝜉| ∈ [3/4, 5/4]时𝜙(𝜉) = 1, 于是,

F−1𝜙𝑁𝑗𝜒𝑄𝑘(𝑗)
̂︀𝑓(· − 𝑘(𝑗)) = F−1𝜒𝑄𝑘(𝑗)

̂︀𝑓(· − 𝑘(𝑗)). (6.2.36)

由(6.2.35) 和(6.2.36),

‖𝐹‖𝑟𝐵𝑠
𝑝,𝑟
&

∞∑︁
𝑗=1

2(𝑠−𝜀)𝑟𝑁𝑗 = ∞. (6.2.37)

上述讨论也说明𝐹 ̸∈ 𝐵𝑠
∞,∞.

情形 1.3. (1/𝑝, 1/𝑞) ∈ 𝑆1. 可以认为当𝜉 ̸∈ �̃�𝑘 := {𝜉 : |𝜉𝑖 − 𝑘𝑖| 6 5/8, 1 6

𝑖 6 𝑛}时𝜎𝑘(𝜉) = 0, 当𝜉 ∈ 𝐷𝑗(= {𝜉 : 5
4 · 2𝑗−1 6 |𝜉| 6 3

4 · 2𝑗+1})时二进制分解函
数满足𝜙𝑗(𝜉) = 1. 设

𝐴𝑗 = {𝑘 ∈ Z𝑛 : �̃�𝑘 ⊂ 𝐷𝑗}, 𝑗 ≫ 1. (6.2.38)

易见𝐴𝑗最多有𝑂(2𝑛𝑗)个元素.设𝑓 ∈ S (R𝑛)为径向Schwartz函数满足supp𝑓 ⊂
𝐵(0, 1/8),

𝑔(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝐴𝑗

𝑒i𝑥𝑘(𝜏𝑘𝑓)(𝑥), 𝜏𝑘𝑓 = 𝑓(· − 𝑘). (6.2.39)

注意supp̂︂𝜏𝑘𝑓 ⊂ 𝐵(0, 1/8), 可见supp 𝜏𝑘(̂︂𝜏𝑘𝑓) ∩ supp𝜎ℓ = ∅, 𝑘 ̸= ℓ. 于是

‖𝑔‖𝑀𝑝,𝑞 >

⎛⎝∑︁
𝑘∈𝐴𝑗

‖F−1𝜎𝑘F𝑔‖𝑞𝑝

⎞⎠1/𝑞

=

⎛⎝∑︁
𝑘∈𝐴𝑗

‖F−1𝜎0(̂︂𝜏𝑘𝑓)‖𝑞𝑝
⎞⎠1/𝑞

& 2𝑗𝑛/𝑞 (6.2.40)

另一方面, supp 𝑔 ⊂ {𝜉 : 2𝑗−1 6 |𝜉| 6 2𝑗+1}. 因此,

‖𝑔‖
𝐵

𝑛(1/𝑞−1/𝑝)−𝜂
𝑝,𝑞

6

(︃
1∑︁

ℓ=−1

2𝑛𝑗(1−𝑞/𝑝)−𝜂𝑗𝑞‖F−1𝜙𝑗+ℓF𝑔‖𝑞𝑝

)︃1/𝑞

. (6.2.41)

使用乘子估计和Hölder 不等式,

‖F−1𝜙𝑗+ℓF𝑔‖𝑝 . ‖𝑔‖𝑝 6 ‖𝑔‖1−2/𝑝
∞ ‖𝑔‖2/𝑝2 . (6.2.42)



· 172 · 第六章 频率空间一致分解方法

由Plancherel等式,

‖𝑔‖2 = ‖𝑔‖2 =

⎛⎝∫︁
R𝑛

∑︁
𝑘∈𝐴𝑗

|𝜏𝑘(𝑒−i𝑘𝜉𝑓(𝜉))|2𝑑𝜉

⎞⎠1/2

. 2𝑛𝑗/2. (6.2.43)

可以进一步设𝑓(𝑥) = 𝑓(|𝑥|) 为|𝑥| 的单调减函数. 由𝑓 ∈ S (R𝑛), 我们有

|𝑓(𝑥− 𝑘)| . (1 + |𝑥− 𝑘|)−𝑁 , 𝑁 ≫ 1. (6.2.44)

记

𝐵0 = {𝑘 ∈ 𝐴𝑗 : |𝑥− 𝑘| 6 2}, 𝐵𝑖 = {𝑘 ∈ 𝐴𝑗 : 2
𝑖 < |𝑥− 𝑘| 6 2𝑖+1}.

𝐵𝑖 包含至多𝑂(2𝑛 𝑖) 个成员. 从(6.2.44) 可以看到

|𝑔(𝑥)| 6
∑︁
𝑖>0

∑︁
𝑘∈𝐵𝑖

|𝑓(𝑥− 𝑘)| . 𝑓(0) +
∑︁
𝑖>1

2𝑛𝑖|𝑓(2𝑖)| .
∑︁
𝑖>0

2(𝑛−𝑁)𝑖 . 1.

(6.2.45)

综合(6.2.42), (6.2.43) and (6.2.45), we have

‖F−1𝜙𝑗+ℓF𝑔‖𝑝 . 2𝑛𝑗/𝑝. (6.2.46)

将(6.2.46) 代入(6.2.41), 然后使用(6.2.40), 立即有

‖𝑔‖
𝐵

𝑛(1/𝑞−1/𝑝)−𝜂
𝑝,𝑞

. 2𝑛𝑗/𝑞−𝜂𝑗 . 2−𝜂𝑗‖𝑔‖𝑀𝑝,𝑞 . (6.2.47)

这蕴含结论.

下面证明第二个嵌入的必要性. 只要证明

𝑀𝜎(𝑝,𝑞)−𝜂
𝑝,𝑞 ̸⊂ 𝐵0

𝑝,𝑞, ∀𝜂 > 0. (6.2.48)

注意

𝑅1 = {(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ R2
+ : 1/𝑞 > 1/𝑝, 1/𝑝+ 1/𝑞 > 1};

𝑅2 = {(1/𝑝, 1/𝑞) ∈ R2
+ : 1/𝑞 6 1/𝑝, 1/𝑝 > 1/2};

𝑅3 = R2
+ ∖ (𝑅1 ∪𝑅2).

考虑下面三种情形.

情形 2.1. (1/𝑝, 1/𝑞) ∈ 𝑅1. 这种情形我们已在情形1.1证明过了.
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情形 2.2. (1/𝑝, 1/𝑞) ∈ 𝑅3. 假设存在𝜂 > 0, 𝑀
𝑛(1−1/𝑝−1/𝑞)−𝜂
𝑝,𝑞 ⊂ 𝐵0

𝑝,𝑞, 我

们来导出矛盾. 若1 6 𝑝, 𝑞 < ∞, 由对偶性𝐵0
𝑝′,𝑞′ ⊂ 𝑀

−𝑛(1/𝑝′+1/𝑞′−1)+𝜂
𝑝′,𝑞′ , 这和第

一个嵌入矛盾. 如果𝑝 = ∞或𝑞 = ∞, 可以使用与情形2.1 相似的技巧证明. 事

实上, 设𝑓 = F−1𝜙𝑗 , 有

‖𝑓‖𝐵0
𝑝,𝑞
> ‖F−1𝜙𝑗𝜙𝑗‖𝑝 & 2𝑛𝑗(1−1/𝑝). (6.2.49)

另一方面,

‖𝑓‖
𝑀

𝑛/𝑝′
𝑝,∞
6 sup

𝑘
⟨𝑘⟩𝑛(1−1/𝑝)‖F−1𝜎𝑘𝜙𝑗‖𝑝 . 2𝑛𝑗(1−1/𝑝), (6.2.50)

‖𝑓‖
𝑀

𝑛/𝑞′
∞,𝑞
6

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|∈[2𝑗−1,2𝑗+1]

2𝑛𝑗(𝑞−1)‖F−1𝜎𝑘𝜙𝑗‖𝑞∞

⎞⎠1/𝑞

. 2𝑛𝑗 . (6.2.51)

从(6.2.49)–(6.2.51), 便知(6.2.48) 在𝑝 = ∞ 或𝑞 = ∞ 的情形也对.

情形 2.3. (1/𝑝, 1/𝑞) ∈ 𝑅2. 设𝑓 ∈ S (R𝑛) 满足𝑓(0) = 1, supp 𝑓 ⊂ 𝑄0.

选取0 < 𝑎 ≪ 1 (将在下面(6.2.57)中被固定), 记𝑓𝑎(𝑥) = 𝑓(𝑥/𝑎). 我们看

到supp 𝑓𝑎 ⊂ 𝑄0,𝑎 := {𝜉 : |𝜉𝑖| 6 1/2𝑎, 1 6 𝑖 6 𝑛}. 回忆𝐷𝑗 = {𝜉 : 5
4 · 2𝑗−1 6

|𝜉| 6 3
4 · 2𝑗+1} 最多包含𝑂(𝑎𝑛2𝑗𝑛) 个互不相交的方体𝑄𝑘(𝑖),𝑎 := 𝑘(𝑖) + 𝑄0,𝑎,

𝑖 = 1, ..., 𝑂(𝑎𝑛2𝑗𝑛). 记𝐴𝑗 = {𝑘(𝑖) : 𝑖 = 1, ..., 𝑂(𝑎𝑛2𝑗𝑛)},

𝑔(𝑥) =
∑︁
𝑘∈𝐴𝑗

𝑒i𝑥𝑘(𝜏𝑘𝑓𝑎)(𝑥). (6.2.52)

对任何𝑁 ≫ 1,

|𝑓(𝑥)| 6 𝐶𝑁 (1 + |𝑥|)−𝑁 , (6.2.53)

从而

|𝑓𝑎(𝑥)| 6 𝐶𝑁𝑎𝑁 |𝑥|−𝑁 . (6.2.54)

由𝑓(𝑥) 的连续性且𝑓(0) = 1, 推出存在𝜚 > 0 使得7

|𝑓𝑎(𝑥)| > 1/2, 𝑥 ∈ 𝐵(0, 𝜚). (6.2.55)

从(6.2.52) 和(6.2.55)得到, 对任何𝑥 ∈ 𝐵(𝑘(𝑖), 𝜚),

|𝑔(𝑥)| > |𝑓𝑎(𝑥− 𝑘(𝑖))| −
∑︁

𝑘∈𝐴𝑗∖{𝑘(𝑖)}

|𝑓𝑎(𝑥− 𝑘)|

7事实上𝜚 可以取成𝜚 = 𝑎𝜚0, 𝜚0 > 0 仅依赖于𝑓 , 与𝑎 无关.
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>
1

2
−

∑︁
𝑘∈𝐴𝑗∖{𝑘(𝑖)}

|𝑓𝑎(𝑥− 𝑘)|. (6.2.56)

记𝐴𝑗,ℓ := {𝑘 ∈ 𝐴𝑗 : 2ℓ 6 |𝑘 − 𝑘(𝑖)| < 2ℓ+1}. 可以进一步假设𝑓(𝑥) 是|𝑥| 的单
调递减函数. 由于𝐴𝑗,ℓ 最多有𝑂(𝑎𝑛2ℓ𝑛) 成员, 对任何𝑥 ∈ 𝐵(𝑘(𝑖), 𝜚),∑︁

𝑘∈𝐴𝑗∖{𝑘(𝑖)}

|𝑓𝑎(𝑥− 𝑘)| 6
∑︁
ℓ>1

∑︁
𝑘∈𝐴𝑗,ℓ

|𝑓𝑎(𝑥− 𝑘)|

6 𝐶
∑︁
ℓ>1

𝑎𝑛2𝑛ℓ|𝑓𝑎(2ℓ − 𝜚)|

.
∑︁
ℓ>1

𝐶𝑁𝑎
𝑛+𝑁2(𝑛−𝑁)ℓ 6 1/4, (6.2.57)

其中𝑁 > 𝑛+ 1, 𝐶𝐶𝑁𝑎
𝑛+𝑁 6 1/4. 因此, 从(6.2.56) 和(6.2.57) 导出

|𝑔(𝑥)| > 1/4, 𝑥 ∈ 𝐵(𝑘(𝑖), 𝜚). (6.2.58)

从而, 使用(6.2.58), 有

‖𝑔(𝑥)‖𝑝 >

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑂(𝑎𝑛2𝑛𝑗)∑︁

𝑖=1

1

4
𝜒𝐵(𝑘(𝑖),𝜚)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑝

& (𝑎𝜚)𝑛/𝑝2𝑛𝑗/𝑝, (6.2.59)

其中𝜚 和𝑎 不依赖于𝑗 ≫ 1. 可以假设𝜙𝑗(𝜉) = 1, 𝜉 ∈ 𝐷𝑗 . 由于supp 𝑔 ⊂ 𝐷𝑗 ,

有F−1𝜙𝑗F𝑔 = 𝑔. 因此, (6.2.59) 导致了

‖𝑔‖𝐵0
𝑝,𝑞
> ‖F−1𝜙𝑗F𝑔‖𝑝 & (𝑎𝜚)𝑛/𝑝2𝑛𝑗/𝑝. (6.2.60)

另一方面,

‖𝑔‖
𝑀

𝑛(1/𝑝−1/𝑞)
𝑝,𝑞

=

⎛⎝ ∑︁
|𝑘|∈[2𝑗−1,2𝑗+1]

2𝑛𝑗(𝑞/𝑝−1)‖F−1𝜎𝑘F𝑔‖𝑞𝑝

⎞⎠1/𝑞

6 2𝑛𝑗/𝑝 sup
|𝑘|∈[2𝑗−1,2𝑗+1]

‖F−1𝜎𝑘F𝑔‖𝑝. (6.2.61)

因为supp𝜎𝑘 最多和有限个supp 𝜏ℓ(̂︂𝜏ℓ𝑓𝑎) 相交, 使用乘子估计,

‖F−1𝜎𝑘F𝑔‖𝑝 . ‖𝑓‖𝑝. (6.2.62)

因此, (6.2.61) 和(6.2.62) 蕴含了

‖𝑔‖
𝑀

𝑛(1/𝑝−1/𝑞)
𝑝,𝑞

. 2𝑛𝑗/𝑝. (6.2.63)

由(6.2.60) 和(6.2.63) 立即得到(6.2.48). 到此定理6.2.1 全部证完.
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S6.3 NLS 和和和NLKG 方方方程程程

如本章前言指出, 色散半群和频率一致分解算子相结合, 能得到一些很好

的性质. 这一节我们讨论这些性质. 𝑒i𝑡△ 在𝑀 𝑠
𝑝,𝑞的有界性由[10, 179]得到, 这里

的简单证明属于[179], [179]考虑了半群 𝐺(𝑡) = 𝑒(𝑎+i)𝑡△ (𝑎 > 0) 在𝑀𝑝,𝑞的有界

性, 证明对 𝑎 = 0 的情况也适用. 定理6.3.11 由 [9, 32] 得到. 其余都是本书第

一作者和合作者得到.

S6.3.1 半半半群群群的的的基基基本本本估估估计计计

设𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡△ 表示Schrödinger 半群. 首先, 我们证明�𝑘𝑆(𝑡) : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑝

为一致有界算子.

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑓‖𝑝 6
∑︁

|ℓ|∞61

‖F−1𝜎𝑘+ℓ𝑒
i𝑡|𝜉|2𝜎𝑘𝑓‖𝑝

6
∑︁

|ℓ|∞61

‖F−1(𝜎𝑘+ℓ𝑒
i𝑡|𝜉|2)‖1‖�𝑘𝑓‖𝑝. (6.3.1)

因此, 只需要估计‖F−1(𝜎𝑘𝑒
i𝑡|𝜉|2)‖1. 使用乘子估计,

‖F−1(𝜎𝑘𝑒
i𝑡|𝜉|2)‖1 = ‖F−1(𝜎0𝑒

i𝑡|𝜉|2)‖1

. ‖𝜎0‖1−𝑛/2𝐿2

∑︁
|𝛼|=𝐿

‖𝐷𝛼(𝜎0𝑒
i𝑡|𝜉|2)‖𝑛/2𝐿2

. (1 + |𝑡|𝑛/2). (6.3.2)

注意到

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑓‖2 = ‖�𝑘𝑓‖2. (6.3.3)

由复插值, 立即得到

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑓‖𝑝 . (1 + |𝑡|)𝑛|1/2−1/𝑝|‖�𝑘𝑓‖𝑝. (6.3.4)

命命命题题题6.3.1. 设𝑠 ∈ R, 1 6 𝑝 6∞, 0 < 𝑞 <∞. 则有

‖𝑆(𝑡)𝑓‖𝑀𝑠
𝑝,𝑞
. (1 + |𝑡|)𝑛|1/2−1/𝑝|‖𝑓‖𝑀𝑠

𝑝,𝑞
. (6.3.5)

下面, 我们转而讨论衰减估计. 由第二章, 𝑆(𝑡) 满足下面的𝐿𝑝 − 𝐿𝑝
′
估计:

‖𝑆(𝑡)𝑓‖𝑝 . |𝑡|−𝑛(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖𝑝′ , 2 6 𝑝 6∞, (6.3.6)
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其中1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1. 我们还有

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑓‖𝑝 .
∑︁

|ℓ|∞61

‖�𝑘+ℓ𝑓‖𝑝′ , 2 6 𝑝 6∞, (6.3.7)

事实上, 由Young 不等式和Hölder 不等式, 有

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑓‖𝑝 6
∑︁
ℓ∈Λ

‖F−1𝜎𝑘𝜎𝑘+ℓ exp(−i𝑡|𝜉|2)F𝑓‖𝑝.

6
∑︁
ℓ∈Λ

‖𝜎𝑘+ℓ exp(−i𝑡|𝜉|2)𝜎𝑘F𝑓‖𝑝′ . ‖�𝑘𝑓‖𝑝.

结合(6.3.6) 和(6.3.7),

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑓‖𝑝 . (1 + |𝑡|)−𝑛(1/2−1/𝑝)‖�𝑘𝑓‖𝑝′ , 2 6 𝑝 6∞, (6.3.8)

(6.3.8) 两端乘以⟨𝑘⟩𝑠, 然后求ℓ𝑞 范数, 有

‖𝑆(𝑡)𝑓‖𝑀𝑠
𝑝,𝑞
. (1 + |𝑡|)−𝑛(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖𝑀𝑠

𝑝′,𝑞
.

命命命题题题6.3.2. 设𝑠 ∈ R, 2 6 𝑝 <∞, 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1, 0 < 𝑞 <∞. 则有

‖𝑆(𝑡)𝑓‖𝑀𝑠
𝑝,𝑞
. (1 + |𝑡|)−𝑛(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖𝑀𝑠

𝑝′,𝑞
. (6.3.9)

下面, 我们考虑和Klein-Gordon 方程的解有关的半群𝐺(𝑡) = 𝑒i𝑡𝜔
1/2

, 𝜔 =

𝐼 −Δ.

‖�𝑘𝐺(𝑡)𝑓‖𝑝 6
∑︁

|ℓ|∞61

‖F−1𝜎𝑘+ℓ𝑒
i𝑡⟨𝜉⟩𝜎𝑘𝑓‖𝑝

6
∑︁

|ℓ|∞61

‖F−1(𝜎𝑘+ℓ𝑒
i𝑡⟨𝜉⟩)‖1‖�𝑘𝑓‖𝑝. (6.3.10)

因此, 只需要估计‖F−1(𝜎𝑘𝑒
i𝑡⟨𝜉⟩)‖1. 使用乘子估计,

‖F−1(𝜎𝑘𝑒
i𝑡⟨𝜉⟩)‖1 = ‖F−1(𝜎0𝑒

i𝑡⟨𝜉+𝑘⟩)‖1

. ‖𝜎0‖1−𝑛/2𝐿2

∑︁
|𝛼|=𝐿

‖𝐷𝛼(𝜎0𝑒
i𝑡⟨𝜉+𝑘⟩)‖𝑛/2𝐿2

. (1 + |𝑡|𝑛/2). (6.3.11)

注意到

‖�𝑘𝐺(𝑡)𝑓‖2 = ‖�𝑘𝑓‖2. (6.3.12)

由复插值, 立即得到

‖�𝑘𝐺(𝑡)𝑓‖𝑝 . (1 + |𝑡|)𝑛|1/2−1/𝑝|‖�𝑘𝑓‖𝑝. (6.3.13)
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命命命题题题6.3.3. 设𝑠 ∈ R, 1 6 𝑝 6∞, 0 < 𝑞 <∞. 则有

‖𝐺(𝑡)𝑓‖𝑀𝑠
𝑝,𝑞
. (1 + |𝑡|)𝑛|1/2−1/𝑝|‖𝑓‖𝑀𝑠

𝑝,𝑞
. (6.3.14)

我们已经知道, 𝐺(𝑡) 满足 如下𝐿𝑝 − 𝐿𝑝
′
估计:

‖𝐺(𝑡)𝑓‖
𝐻

−2𝜎(𝑝)
𝑝

. |𝑡|−𝑛(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖𝑝′ , (6.3.15)

其中

2 6 𝑝 <∞, 2𝜎(𝑝) = (𝑛+ 2)

(︂
1

2
− 1

𝑝

)︂
. (6.3.16)

从(6.3.15) 得到

‖�𝑘𝐺(𝑡)𝑓‖𝐻−2𝜎(𝑝)
𝑝

. |𝑡|−𝑛(1/2−1/𝑝)‖�𝑘𝑓‖𝑝′ . (6.3.17)

使用乘子估计,

‖�𝑘(𝐼 −△)𝛿/2𝑔‖𝑝 . ⟨𝑘⟩𝛿‖𝑔‖𝑝. (6.3.18)

由(6.3.17) 和(6.3.18), 有

‖�𝑘𝐺(𝑡)𝑓‖𝑝 . ⟨𝑘⟩2𝜎(𝑝)
∑︁
ℓ∈Λ

‖�𝑘+ℓ𝐺(𝑡)𝑓‖𝐻−2𝜎(𝑝)
𝑝

. ⟨𝑘⟩2𝜎(𝑝)|𝑡|−𝑛(1/2−1/𝑝)
∑︁
ℓ∈Λ

‖�𝑘+ℓ𝑓‖𝑝′ . (6.3.19)

另一方面, 由Hölder 和Young 不等式,

‖�𝑘𝐺(𝑡)𝑓‖𝑝 . ‖𝜎𝑘𝑒i𝑡(1+|𝜉|2)1/2 ̂︀𝑓‖𝑝′
.
∑︁
ℓ∈Λ

‖𝜎𝑘𝑒i𝑡(1+|𝜉|2)1/2F�𝑘+ℓ𝑓‖𝑝′

.
∑︁
ℓ∈Λ

‖F�𝑘+ℓ𝑓‖𝑝

.
∑︁
ℓ∈Λ

‖�𝑘+ℓ𝑓‖𝑝′ . (6.3.20)

从而, 对任何𝜃 ∈ [0, 1], 从(6.3.19) 和(6.3.20) 可以推出

‖�𝑘𝐺(𝑡)𝑓‖𝑝 . ⟨𝑘⟩2𝜎(𝑝)𝜃|𝑡|−𝑛𝜃(1/2−1/𝑝)
∑︁
ℓ∈Λ

‖�𝑘+ℓ𝑓‖𝑝′ . (6.3.21)
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注意𝜎(𝑝) > 0, 由(6.3.20) 有

‖�𝑘𝐺(𝑡)𝑓‖𝑝 . ⟨𝑘⟩2𝜎(𝑝)𝜃
∑︁
ℓ∈Λ

‖�𝑘+ℓ𝑓‖𝑝′ . (6.3.22)

结合(6.3.21) 和(6.3.22), 我们得到

‖�𝑘𝐺(𝑡)𝑓‖𝑝 . ⟨𝑘⟩2𝜎(𝑝)𝜃(1 + |𝑡|)−𝑛𝜃(1/2−1/𝑝)
∑︁
ℓ∈Λ

‖�𝑘+ℓ𝑓‖𝑝′ . (6.3.23)

(6.3.23) 两端乘以⟨𝑘⟩𝑠 然后取ℓ𝑞 范数, 立即得到

命命命题题题6.3.4. 设𝑠 ∈ R, 2 6 𝑝 < ∞, 1/𝑝 + 1/𝑝′ = 1, 0 < 𝑞 < ∞, 𝜃 ∈ [0, 1],

𝜎(𝑝) 由(6.3.16) 定义. 则有

‖𝐺(𝑡)𝑓‖𝑀𝑠
𝑝,𝑞
. (1 + |𝑡|)−𝑛𝜃(1/2−1/𝑝)‖𝑓‖

𝑀
𝑠+2𝜎(𝑝)𝜃

𝑝′,𝑞
. (6.3.24)

S6.3.2 模模模空空空间间间上上上的的的Strichartz估估估计计计

为了方便, 我们采用下面的记号:

‖𝑓‖ℓ𝑠,𝑞� (𝐿𝛾(𝐼,𝐿𝑝)) =

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩𝑠𝑞‖�𝑘𝑓‖𝑞𝐿𝛾(𝐼,𝐿𝑝)

)︃1/𝑞

, (6.3.25)

ℓ𝑞�(𝐿
𝛾(𝐼, 𝐿𝑝)) := ℓ0,𝑞� (𝐿𝛾(𝐼, 𝐿𝑝)), ℓ𝑞�(𝐿

𝑝
𝑥,𝑡∈𝐼) := ℓ𝑞�(𝐿

𝑝(𝐼, 𝐿𝑝)). 回忆上一节的估

计, 可以抽象为下面的不等式:

‖𝑈(𝑡)𝑓‖𝑀𝛼
𝑝,𝑞
. (1 + |𝑡|)−𝛿‖𝑓‖𝑀𝑝′,𝑞 , (6.3.26)

其中2 6 𝑝 < ∞, 1 6 𝑞 < ∞, 𝛼 = 𝛼(𝑝) ∈ R, 𝛿 = 𝛿(𝑝) > 0, 𝛼, 𝛿 和𝑡 ∈ R 无关.

这里𝑈(𝑡) 为某个色散半群:

𝑈(𝑡) = F−1𝑒i𝑡𝑃 (𝜉)F , (6.3.27)

𝑃 (·) : R𝑛 → R 为某个实值函数. 本节在𝑈(𝑡) 满足(6.3.26) 和(6.3.27) 的条件

下, 推导 𝑈(𝑡) 在模空间上的Strichartz估计.

总的来说,前面S3.2的Strichartz估计对模空间上都对,我们只要替换S3.2中
的𝑋* =𝑀𝑝′,2, 𝑋

𝛼 =𝑀𝛼
𝑝,2. 但是, 我们不要忘记估计(6.3.26) 是一个在𝑡 = 0时

不含奇性的估计, 这导致模空间上的Strichartz估计没有限制条件𝛿 6 1, 从而

要比S3.2的结果要好得多.
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命命命题题题6.3.5. 设𝑈(𝑡) 满足(6.3.26) 和(6.3.27). 对任何𝛾 > 2 ∨ (2/𝛿), 有

‖𝑈(𝑡)𝑓‖
ℓ
𝛼/2,𝑞
� (𝐿𝛾(R,𝐿𝑝))

. ‖𝑓‖𝑀2,𝑞 . (6.3.28)

此外, 若𝛾 > 𝑞, 则有

‖𝑈(𝑡)𝑓‖
𝐿𝛾(R,𝑀𝛼/2

𝑝,𝑞 )
. ‖𝑓‖𝑀2,𝑞 . (6.3.29)

证明.证明的想法和S3.2相同. 但是我们需要仔细处理指标𝛼, 𝑝, 𝑞, 𝛾. 首先,

考虑1 < 𝑞 <∞ 的情形. 我们来证明∫︁
R
(𝑈(𝑡)𝑓, 𝜓(𝑡))𝑑𝑡 . ‖𝑓‖𝑀2,𝑞‖𝜓‖ℓ−𝛼/2,𝑞′

� (𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ ))
(6.3.30)

对所有𝑓 ∈ S (R𝑛), 𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (R,S (R𝑛))成立. 注意到S (R𝑛)和 𝐶∞

0 (R,S (R𝑛))
分别在𝑀2,𝑞 和ℓ

−𝛼/2,𝑞′
� (𝐿𝛾

′
(R, 𝐿𝑝′)), 中稠密, (6.3.30) 蕴含(6.3.28). 由对偶性,∫︁

R
(𝑈(𝑡)𝑓, 𝜓(𝑡))𝑑𝑡 . ‖𝑓‖𝑀2,𝑞

⃦⃦⃦⃦∫︁
R
𝑈(−𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑀2,𝑞′

. (6.3.31)

对任何𝑘 ∈ Z𝑛,⃦⃦⃦⃦
�𝑘

∫︁
R
𝑈(−𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦2
2

. ‖�𝑘𝜓‖𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ )

⃦⃦⃦⃦
�𝑘

∫︁
R
𝑈(𝑡− 𝑠)𝜓(𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝛾(R,𝐿𝑝)

. (6.3.32)

因为{�𝑘}𝑘∈Z𝑛 是几乎正交的, 由(6.3.26) 和‖ · ‖𝑀𝑝′,𝑞 的定义, 结合乘子估计, 便

有

‖�𝑘𝑈(𝑡)𝑓‖𝑝 . ⟨𝑡⟩−𝛿⟨𝑘⟩−𝛼
∑︁

|ℓ|∞61

‖�𝑘�𝑘+ℓ𝑓‖𝑀𝑝′,𝑞

. ⟨𝑡⟩−𝛿⟨𝑘⟩−𝛼‖�𝑘𝑓‖𝑝′ , (6.3.33)

如果𝛿 ̸= 1, 应用(6.3.33), 和Young 或Hardy-Littlewood-Sobolev 不等式可以得

到8 ⃦⃦⃦⃦
�𝑘

∫︁
R
𝑈(𝑡− 𝑠)𝜓(𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝛾(R,𝐿𝑝)

. ⟨𝑘⟩−𝛼‖�𝑘𝜓‖𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ ). (6.3.34)

8因为⟨𝑡− 𝑠⟩−𝛿 < |𝑡− 𝑠|−𝛿, 当𝛿 < 1, 𝛾 = 2/𝛿时, 我们可以用Hardy-Littlewood-Sobolev 不

等式.
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若𝛿 = 1, 𝛾 > 2, 可以用Young 不等式得到(6.3.34) 成立. 若𝛾 = 2 且 𝛿 = 1, 可

以用S2.3的方法得到(6.3.34). 因此由(6.3.32) 和(6.3.34), 我们有⃦⃦⃦⃦
�𝑘

∫︁
R
𝑈(−𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
2

. ⟨𝑘⟩−𝛼/2‖�𝑘𝜓‖𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ ). (6.3.35)

(6.3.35)两端求ℓ𝑞
′
范数, 有⃦⃦⃦⃦∫︁

R
𝑈(−𝑠)𝜓(𝑠)𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
𝑀2,𝑞′

. ‖𝜓‖
ℓ
−𝛼/2,𝑞′
� (𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ ))

. (6.3.36)

(6.3.31) 和(6.3.36) 蕴含(6.3.30).

若𝛾 > 𝑞, 由Minkowski 不等式, 可见(6.3.29) 左端可被(6.3.28) 左端控制.

下面考虑𝑞 = 1. 只要证∫︁
R
(𝑈(𝑡)𝑓, 𝜓(𝑡))𝑑𝑡 . ‖𝑓‖𝑀2,𝑞‖𝜓‖𝑐−𝛼/2

� (𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ ))
(6.3.37)

对𝑓 ∈ S (R𝑛) 和𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (R,S (R𝑛)) 成立. 重复上面的过程, 可以证明之. �

记

(U 𝑓)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑈(𝑡− 𝑠)𝑓(𝑠, ·)𝑑𝑠. (6.3.38)

命命命题题题6.3.6. 设𝑈(𝑡) 满足(6.3.26) 和(6.3.27). 对任何𝛾 > 2∨ (2/𝛿), 我们有

‖U 𝑓‖ℓ𝑞�(𝐿∞(R,𝐿2)) . ‖𝑓‖
ℓ
−𝛼/2,𝑞
� (𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ ))

. (6.3.39)

另外, 若𝛾′ 6 𝑞, 则

‖U 𝑓‖𝐿∞(R,𝑀2,𝑞) . ‖𝑓‖
𝐿𝛾′ (R,𝑀−𝛼/2

𝑝′,𝑞 )
. (6.3.40)

证明.我们仅给出证明概要. 使用和(6.3.32), (6.3.34), (6.3.35), 一样的方

法,

‖�𝑘U 𝑓‖22 . ⟨𝑘⟩−𝛼‖�𝑘𝑓‖2𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ )
. (6.3.41)

(6.3.41) 可以退出(6.3.39). 使用Minkowski 不等式, 从(6.3.39) 得到(6.3.40). �

命命命题题题6.3.7. 设𝑈(𝑡) 满足(6.3.26) 和(6.3.27). 对任何𝛾 > 2 ∨ (2/𝛿), 有

‖U 𝑓‖
ℓ
𝛼/2,𝑞
� (𝐿𝛾(R,𝐿𝑝))

. ‖𝑓‖
ℓ
−𝛼/2,𝑞
� (𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ ))

. (6.3.42)

另外, 当𝛿 = 1, 𝛾 = 2时假设𝑞 6 2, 则对任何𝛾 > 2 ∨ (2/𝛿), 有

‖U 𝑓‖
𝐿𝛾(R,𝑀𝛼/2

𝑝,𝑞 )
. ‖𝑓‖

𝐿𝛾′ (R,𝑀−𝛼/2

𝑝′,𝑞 )
. (6.3.43)
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证明.我们仅给出证明(6.3.43)的概要. 由(6.3.26), 可得到

‖U 𝑓‖
𝑀

𝛼/2
𝑝,𝑞
.
∫︁ 𝑡

0
⟨𝑡− 𝑠⟩−𝛿‖𝑓(𝑠)‖

𝑀
−𝛼/2

𝑝′,𝑞
𝑑𝑠. (6.3.44)

若𝛿 ̸= 1, 或𝛿 = 1 且𝛾 > 2, 可以使用和(6.3.34) 一样的方法得到结果. 当𝛿 = 1

且𝛾 = 2, 从(6.3.34) 和Minkowski 不等式得到(6.3.43) 成立. �

命命命题题题6.3.8. 设𝑈(𝑡) 满足(6.3.26) 和(6.3.27), 𝛾 满足𝛾 > max(2/𝛿, 2). 则有

‖U 𝑓‖
ℓ
𝛼/2,𝑞
� (𝐿𝛾(R,𝐿𝑝))

. ‖𝑓‖ℓ𝑞�(𝐿1(R,𝐿2)). (6.3.45)

另外, 若𝛾 > 𝑞, 则

‖U 𝑓‖
𝐿𝛾(R,𝑀𝛼/2

𝑝,𝑞 )
. ‖𝑓‖𝐿1(R,𝑀2,𝑞). (6.3.46)

证明.假设𝑓, 𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (R,S (R𝑛)). 由命题6.3.6, 得到⃒⃒⃒⃒∫︁

R+

(︂∫︁ 𝑡

0
𝑈(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏, 𝜓(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
. ‖𝑓‖𝐿1(R,𝑀2,𝑞)

⃦⃦⃦⃦∫︁ ∞

·
𝑈(· − 𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞(R,𝑀2,𝑞′ )

. ‖𝑓‖𝐿1(R,𝑀2,𝑞)
‖𝜓‖

ℓ
−𝛼/2,𝑞′
� (𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ ))

. (6.3.47)

因为𝜓 ∈ 𝐶∞
0 (R,S (R𝑛)) 在ℓ−𝛼/2,𝑞

′

� (𝐿𝛾
′
(R, 𝐿𝑝′)) 和𝑐−𝛼/2� (𝐿𝛾

′
(R, 𝐿𝑝′)) 稠密, 由

对偶性, 我们得到结果. �

Schrödinger 半群对应𝛼 = 0, 𝛿 = 𝑛(1/2 − 1/𝑝), 2 6 𝑝 < ∞. 在命

题6.3.5–6.3.7 中取𝑞 = 1, 有

推推推论论论6.3.9. 设2 6 𝑝 <∞, 𝛾 > 2 ∨ 𝛾(𝑝),

2

𝛾(𝑝)
= 𝑛

(︁1
2
− 1

𝑝

)︁
. (6.3.48)

设𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡Δ, A =
∫︀ 𝑡
0 𝑆(𝑡− 𝑠) · 𝑑𝑠. 则有

‖𝑆(𝑡)𝜙‖ℓ1�(𝐿𝛾(R,𝐿𝑝)) . ‖𝜙‖𝑀2,1 , (6.3.49)

‖A 𝑓‖ℓ1�(𝐿𝛾(R,𝐿𝑝))∩ℓ1�(𝐿∞(R,𝐿2)) . ‖𝑓‖ℓ1�(𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ )), (6.3.50)
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推推推论论论6.3.10. 设2 6 𝑝 <∞, 𝜃 ∈ (0, 1], 1 6 𝑞 <∞,

2

𝛾𝜃(𝑝)
= 𝑛𝜃

(︁1
2
− 1

𝑝

)︁
, 2𝜎 = (𝑛+ 2)𝜃

(︁1
2
− 1

𝑝

)︁
. (6.3.51)

设𝐺(𝑡) 由(6.3.15) 定义, G =
∫︀ 𝑡
0 𝐺(𝑡− 𝑠) · 𝑑𝑠. 则对任何𝛾 > 2 ∨ 𝛾𝜃(𝑝), 有

‖𝐺(𝑡)𝜙‖ℓ−𝜎,𝑞
� (𝐿𝛾(R,𝐿𝑝)) . ‖𝜙‖𝑀2,𝑞 , (6.3.52)

‖G 𝑓‖ℓ−𝜎,𝑞
� (𝐿𝛾(R,𝐿𝑝))∩ℓ𝑞�(𝐿∞(R,𝐿2)) . ‖𝑓‖ℓ𝜎,𝑞� (𝐿𝛾′ (R,𝐿𝑝′ )). (6.3.53)

S6.3.3 NLS和和和NLKG的的的适适适定定定性性性

我们考虑NLS方程的初值问题:

i𝑢𝑡 +Δ𝑢 = 𝑓(𝑢), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), (6.3.54)

注意到𝐵𝑛
∞,1 ⊂ 𝑀∞,1 ⊂ 𝐵0

∞,1 为最佳嵌入, 并且到目前为止, 我们无法实

现NLS方程在𝐵𝑠
∞,1的适定性. 但是我们可以实现NLS方程在𝑀∞,1的局部适定

性. 我们有下面的结论(见[9, 32]).

定定定理理理 6.3.11. 设𝑛 > 1, 𝑓(𝑢) = 𝜆|𝑢|𝜅𝑢, 𝜅 ∈ 2N, 𝜆 ∈ R, 𝑢0 ∈ 𝑀𝑝,1,

1 6 𝑝 6 ∞. 则存在𝑇 > 0, 使得(6.3.54) 有唯一解𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ),𝑀𝑝,1). 且

若𝑇 <∞, 则lim sup𝑡↗𝑇 ‖𝑢(𝑡)‖𝑀𝑝,1 = ∞.

当非线性项为指数函数时,结论也对. 注意到𝐵
𝑛/2
2,1 ⊂𝑀2,1 ⊂ 𝐵0

2,1∩𝐶(R𝑛)
也为最佳嵌入, 我们可以得到NLS方程在𝑀2,1的小初值整体适定性.

定定定理理理 6.3.12. 设𝑛 > 1, 𝑓(𝑢) = 𝜆|𝑢|𝜅𝑢, 𝜅 ∈ 2N, 𝜆 ∈ R, 𝜅 > 4/𝑛, 𝑢0 ∈𝑀2,1

且存在适当小的𝛿 > 0 使得‖𝑢0‖𝑀2,1 6 𝛿. 则(6.3.54) 有唯一解

𝑢 ∈ 𝐶(R,𝑀2,1) ∩ ℓ1�(𝐿
𝑝
𝑥,𝑡∈R), (6.3.55)

其中𝑝 ∈ [2 + 4/𝑛, 2 + 𝜅] ∩ N, ℓ1�(𝐿
𝑝
𝑥,𝑡∈R) 由 (6.3.25) 定义.

定定定理理理 6.3.13. 设𝑛 > 2, 𝑓(𝑢) = 𝜆(𝑒𝜚|𝑢|
2−1)𝑢, 𝜆 ∈ C, 𝜚 > 0. 假定𝑢0 ∈𝑀2,1

且存在适当小的𝛿 > 0 使得‖𝑢0‖𝑀2,1 6 𝛿. 则(6.3.54) 有唯一解

𝑢 ∈ 𝐶(R,𝑀2,1) ∩ ℓ1�(𝐿4
𝑥,𝑡∈R). (6.3.56)

定理6.3.11的证明依赖于𝑀𝑝,1 的代数结构.
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引引引理理理6.3.14. 设1 6 𝑝 6∞, 则有𝑀𝑝,1 为Banach 代数.

引理6.3.14的证明类似于Navier-Stokes方程一章中𝐸𝑠2,1 的代数结构, 从略.

定定定理理理6.3.11的的的证证证明明明. 记

A 𝑓(𝑡, 𝑥) =

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏.

考虑映射

T : 𝑢(𝑡) → 𝑆(𝑡)𝑢0 − iA 𝑓(𝑢). (6.3.57)

我们记

𝒟 = {𝑢 : ‖𝑢‖𝐶([0,𝑇 ]:𝑀𝑝,1) 6𝑀}, 𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢− 𝑣‖𝐶([0,𝑇 ]:𝑀𝑝,1),

其中𝑀 = 2𝐶‖𝑢0‖𝑀𝑝,1 . 若𝑢 ∈ 𝒟, 由命题6.3.1 和𝑀𝑝,1的代数结构,

‖T 𝑢‖𝐶([0,𝑇 ]:𝑀𝑝,1) . (1 + 𝑇 )𝑛/2[‖𝑢0‖𝑀𝑝,1 + 𝑇‖𝑢‖𝜅+1
𝐶([0,𝑇 ]:𝑀𝑝,1)

]. (6.3.58)

可以选到适当小的0 < 𝑇 < 1使得𝐶𝑇𝑀𝜅 6 1/2. 由此得到T : (𝒟, 𝑑) → (𝒟, 𝑑)
为压缩映射. 其余证明是标准的, 从略. �

引引引理理理6.3.15. 设1 6 𝑝, 𝑝𝑖, 𝛾, 𝛾𝑖 6∞ 满足

1

𝑝
=

1

𝑝1
+ ...+

1

𝑝𝑁
,

1

𝛾
=

1

𝛾1
+ ...+

1

𝛾𝑁
. (6.3.59)

则有

‖𝑢1𝑢2...𝑢𝑁‖ℓ1�(𝐿𝛾(R,𝐿𝑝)) 6 𝐶
𝑁

𝑁∏︁
𝑖=1

‖𝑢𝑖‖ℓ1�(𝐿𝛾𝑖 (R,𝐿𝑝𝑖 )), (6.3.60)

证明.只要考虑𝑁 = 2 的情形. 我们有

‖�𝑘(𝑢1𝑢2)‖𝑝 6
∑︁
𝑖,𝑗∈Z𝑛

‖�𝑘(�𝑖𝑢1 �𝑗𝑢2)‖𝑝. (6.3.61)

注意到当|𝑘 − 𝑖 − 𝑗| > 𝑘0(𝑛), �𝑘(�𝑖𝑢1 �𝑗𝑢2) = 0, 其中𝑘0(𝑛) 表示只依赖于𝑛

的常数, 从(6.3.61) 得到

‖�𝑘(𝑢1𝑢2)‖𝑝 6
∑︁
𝑖,𝑗∈Z𝑛

‖�𝑘(�𝑖𝑢1 �𝑗𝑢2)‖𝑝𝜒|𝑘−𝑖−𝑗|6𝑘0(𝑛). (6.3.62)
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应用Bernstein 估计和Hölder 不等式, (6.3.62) 蕴含

‖�𝑘(𝑢1𝑢2)‖𝑝 6
∑︁
𝑖,𝑗∈Z𝑛

‖�𝑖𝑢1‖𝑝1‖�𝑗𝑢2‖𝑝2𝜒|𝑘−𝑖−𝑗|6𝑘0(𝑛). (6.3.63)

因此, 由(6.3.63), Hölder 和Minkowski 不等式, 我们得到

‖𝑢1𝑢2‖ℓ1�(𝐿𝛾(R,𝐿𝑝))

.
∑︁
𝑘∈Z

⎛⎝∫︁
R

(︁ ∑︁
𝑖,𝑗∈Z𝑛

‖�𝑖𝑢1(𝑡)‖𝑝1‖�𝑗𝑢2(𝑡)‖𝑝2𝜒|𝑘−𝑖−𝑗|6𝑘0(𝑛)

)︁𝛾
𝑑𝑡

⎞⎠1/𝛾

.
∑︁
𝑘∈Z

∑︁
𝑖,𝑗∈Z𝑛

‖�𝑖𝑢1(𝑡)‖𝐿𝛾1 (R,𝐿𝑝1 )‖�𝑗𝑢2(𝑡)‖𝐿𝛾2 (R,𝐿𝑝2 )𝜒|𝑘−𝑖−𝑗|6𝑘0(𝑛). (6.3.64)

使用Young 不等式, 由(6.3.64) 可推出

‖𝑢1𝑢2‖ℓ1�(𝐿𝛾(R,𝐿𝑝)) . ‖𝑢1‖ℓ1�(𝐿𝛾1 (R,𝐿𝑝1 ))‖𝑢2‖ℓ1�(𝐿𝛾2 (R,𝐿𝑝2 )). (6.3.65)

使用归纳法和(6.3.65), 我们可以得到想要的结果. �

选取𝑝 ∈ N, 𝑝 ∈ [2 + 4/𝑛, 2 + 𝜅],

𝑋 = ℓ1�(𝐿
∞(R, 𝐿2)) ∩ ℓ1�(𝐿𝑝(R, 𝐿𝑝)), (6.3.66)

易见

2

𝑝
6 𝑛

(︂
1

2
− 1

𝑝

)︂
=
𝑛(𝑝− 2)

2𝑝
(6.3.67)

且(6.3.67)中等号成立当且仅当𝑝 = 2 + 4/𝑛.使用推论6.3.9,

‖𝑆(𝑡)𝑢0‖𝑋 . ‖𝑢0‖𝑀2,1 , (6.3.68)

‖A 𝑓‖𝑋 . ‖𝑓(𝑢)‖
ℓ1�(𝐿

𝑝′
𝑥,𝑡∈R)

. (6.3.69)

定定定理理理6.3.12的的的证证证明明明. 设𝑋 由(6.3.66)定义, T由(6.3.57)定义.由(6.3.68)和(6.3.69),

‖T 𝑢‖𝑋 . ‖𝑢0‖𝑀2,1 + ‖𝑓(𝑢)‖
ℓ1�(𝐿

𝑝′
𝑥,𝑡∈R)

. (6.3.70)

因为𝑝 ∈ [2 + 4/𝑛, 2 + 𝜅], 我们有

1

𝑝′
=
𝑝− 1

𝑝
+
𝜅+ 2− 𝑝

∞
. (6.3.71)
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由以引理6.3.15,⃦⃦
𝜋(𝑢1+𝜅)

⃦⃦
ℓ1�(𝐿

𝑝′
𝑥,𝑡∈R)

. ‖𝑢‖𝑝−1
ℓ1�(𝐿

𝑝
𝑥,𝑡∈R)

‖𝑢‖2+𝜅−𝑝
ℓ1�(𝐿

∞
𝑥,𝑡∈R)

. (6.3.72)

因为

‖�𝑖𝑢‖∞ . ‖�𝑖𝑢‖2, 𝑖 ∈ Z𝑛, (6.3.73)

由(6.3.72) 和(6.3.73), 我们有,⃦⃦
𝜋(𝑢1+𝜅)

⃦⃦
ℓ1�(𝐿

𝑝′
𝑥,𝑡∈R)

. ‖𝑢‖1+𝜅𝑋 . (6.3.74)

从(6.3.70) 和(6.3.74) 导出

‖T 𝑢‖𝑋 . ‖𝑢0‖𝑀2,1 + ‖𝑢‖1+𝜅𝑋 . (6.3.75)

取

𝒟 = {𝑢 : ‖𝑢‖𝑋 6𝑀}, 𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢− 𝑣‖𝑋 , (6.3.76)

我们看到, 若𝑀 > 0 适当小, ‖𝑢0‖𝑀2,1 . 𝑀/2, 则T : (𝒟, 𝑑) → (𝒟, 𝑑) 为压缩
映射, 这导致(6.3.54) 有解𝑢 ∈ 𝑋. 其余证明略. �

定理6.3.13 的证明基本上平行于定理6.3.12. 设

𝑌 = ℓ1�(𝐿
∞(R, 𝐿2)) ∩ ℓ1�(𝐿4

𝑥,𝑡∈R). (6.3.77)

则有

‖T 𝑢‖𝑌 . ‖𝑢0‖𝑀2,1 +
∞∑︁
𝑘=1

𝜚𝑘

𝑘!
‖|𝑢|2𝑘𝑢‖

ℓ1�(𝐿
4/3
𝑥,𝑡∈R)

. (6.3.78)

使用引理6.3.15,⃦⃦⃦
𝑢1+2𝑘

⃦⃦⃦
ℓ1�(𝐿

4/3
𝑥,𝑡∈R)

. 𝐶2𝑘+1‖𝑢‖3ℓ1�(𝐿4
𝑥,𝑡∈R)

‖𝑢‖2𝑘−2
ℓ1�(𝐿

∞
𝑥,𝑡∈R)

. 𝐶2𝑘+1‖𝑢‖2𝑘+1
𝑌 .

(6.3.79)

因此,

‖T 𝑢‖𝑌 . ‖𝑢0‖𝑀2,1 +
∞∑︁
𝑘=1

𝐶2𝑘+1

𝑘!
‖𝑢‖2𝑘+1

𝑌 . (6.3.80)

使用(6.3.80), 并结合上述定理6.3.12的证明, 可以得到定理6.3.13.

关于非线性Klein-Gordon方程,

𝑢𝑡𝑡 + (𝐼 −Δ)𝑢+ 𝑓(𝑢) = 0, 𝑢(0) = 𝑢0, 𝑢𝑡(0) = 𝑢1, (6.3.81)

按照平行于NLS方程的想法, 我们可以证明下面的结果:
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定定定理理理 6.3.16. 设𝑛 > 1, 𝑓(𝑢) = 𝜆|𝑢|𝜅𝑢, 𝜅 ∈ 2N, 𝜆 ∈ R, (𝑢0, 𝑢1) ∈
𝑀𝑝,1 × 𝑀−1

𝑝,1 , 1 6 𝑝 6 ∞. 则存在𝑇 > 0, 使得(6.3.54) 有唯一解(𝑢, 𝑢𝑡) ∈
𝐶([0, 𝑇 ),𝑀𝑝,1) × 𝐶([0, 𝑇 ),𝑀−1

𝑝,1 ). 且若𝑇 < ∞, 则lim sup𝑡↗𝑇 (‖𝑢(𝑡)‖𝑀𝑝,1 +

‖𝑢𝑡(𝑡)‖𝑀−1
𝑝,1

) = ∞.

当非线性项为指数函数时, 结论也对. 结论的证明只需要使用引理6.3.3.

使用Strichartz估计, 类似NLS方程, 可以证明

定定定理理理 6.3.17. 设𝑛 > 1, 𝑓(𝑢) = 𝜋(𝑢1+𝜅), 𝜅 ∈ N, 𝜅 > 4/𝑛. 置

𝜎 =
𝑛+ 2

𝑛(2 + 𝜅)
. (6.3.82)

假设(𝑢0, 𝑢1) ∈𝑀𝜎
2,1×𝑀

𝜎−1
2,1 且存在适当小的𝛿 > 0使得‖𝑢0‖𝑀𝜎

2,1
+‖𝑢1‖𝑀𝜎−1

2,1
6

𝛿. 则(6.3.81) 有唯一解

𝑢 ∈ 𝐶(R,𝑀𝜎
2,1) ∩ ℓ1�(𝐿2+𝜅

𝑥,𝑡∈R). (6.3.83)

定定定理理理 6.3.18. 设𝑛 > 2, 𝑓(𝑢) = sinh𝑢−𝑢, 𝜎 = (𝑛+2)/4𝑛. 假设(𝑢0, 𝑢1) ∈
𝑀𝜎

2,1 ×𝑀𝜎−1
2,1 且存在适当小的𝛿 > 0 满足‖𝑢0‖𝑀𝜎

2,1
+ ‖𝑢1‖𝑀𝜎−1

2,1
6 𝛿. 则(6.3.81)

有唯一解

𝑢 ∈ 𝐶(R,𝑀𝜎
2,1) ∩ ℓ1�(𝐿4

𝑥,𝑡∈R). (6.3.84)

S6.4 导导导数数数非非非线线线性性性Schrödinger 方方方程程程

S6.4.1 方方方程程程模模模型型型和和和研研研究究究方方方法法法简简简介介介

我们研究下面的导数非线性Schrödinger方程(gNLS)

i𝑢𝑡 +Δ±𝑢 = 𝐹 (𝑢, �̄�,∇𝑢,∇�̄�), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), (6.4.1)

其中𝑢 为(𝑡, 𝑥) ∈ R× R𝑛 的复值函数,

Δ±𝑢 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖𝜕
2
𝑥𝑖 , 𝜀𝑖 ∈ {1, −1}, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, (6.4.2)

∇ = (𝜕𝑥1 , ..., 𝜕𝑥𝑛), 𝐹 : C2𝑛+2 → C 为一个多项式级数,

𝐹 (𝑧) = 𝐹 (𝑧1, ..., 𝑧2𝑛+2) =
∑︁

𝑚+16|𝛽|<∞

𝑐𝛽𝑧
𝛽, 𝑐𝛽 ∈ C, (6.4.3)
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2 6 𝑚 <∞, 𝑚 ∈ N, sup𝛽 |𝑐𝛽| <∞9. 典型的非线性项是下面的

𝐹 (𝑢, �̄�,∇𝑢,∇�̄�) = |𝑢|2�⃗� · ∇𝑢+ 𝑢2�⃗� · ∇�̄�+ |𝑢|2𝑢,

这种模型的物理背景可见[160, 38, 27]. 另一种模型为

𝐹 (𝑢, �̄�,∇𝑢,∇�̄�) = (1∓ |𝑢|2)−1(∇𝑢)2�̄� =

∞∑︁
𝑘=0

(±1)𝑘|𝑢|2𝑘(∇𝑢)2�̄�, |𝑢| < 1,

这是Schrödinger流的一种变形[37], 也和铁磁链方程组有关[68, 185]. 非椭圆的

导数非线性Schrödinger方程也是有物理背景的, 比如在水波问题、高维完全可

积models 等, 见[183, 184, 1, 100]. 关于导数Schrödinger方程近年来得到系列

研究, 见[68, 76, 78, 83, 85, 86, 92, 93, 126, 138].

研究gNLS方程, 由于Strichartz不等式两端的导数正则性相同, 因此, 仅

用Strichartz 估计无法做出gNLS方程的整体适定性. 我们需要其它技巧处理非

线性项中含有导数的项. 到目前为止, 有三种方法被发现. 一种是使用标准的

能量估计来处理非线性项中的导数; 另一种是使用Bourgain类空间𝑋𝑠,𝑏吸收非

线性项中的导数; 第三种技巧是直接使用Schrödinger 群的光滑效应处理非线

性项中的导数. 当然, 这些方法不完全是孤立的, 它们之间有联系.

对一维空间和高维空间椭圆型的gNLS, 能量方法可以得到适当小初值的

整体存在唯一性结果, 近二十多年来一直有新的结果出现, 见[92, 93, 138, 126].

对非椭圆型的gNLS, Kenig, Ponce 和Vega 使用光滑效应方法, 得到很光滑的

大初值的局部解的适定性, 见[78, 83]. 最近, 本书第一作者和合作者做出非椭

圆型的gNLS的小初值整体适定性和散射算子的存在性, 见[175].

能量方法的局限性在于对非线性项的结构要求比较苛刻, 或者要求初始

值的衰减性、解析性; 能量方法的优势是比较简单. 𝑋𝑠,𝑏对一维空间的适定

性处理非常有效, 对高维空间变得很困难; 另一方面, 对高维非椭圆的gNLS,

𝑋𝑠,𝑏方法看来更加困难, 目前尚未有发现有人用此方法做出结果; 𝑋𝑠,𝑏 方法的

优势是能降低初值的正则性. 到目前为止, 散射算子的存在性无法用能量估计

和𝑋𝑠,𝑏做出.

本书使用光滑效应估计和频率空间一致分解方法相结合,我们证明gNLS方

程在模空间的小初值整体适定性以及散射算子的存在性, 结果也包含了非椭圆

情形的适定性和散射算子的存在性.

为了便于读者理解, 我们先交待基本想法. 记

𝑆(𝑡) = 𝑒i𝑡Δ± = F−1𝑒i𝑡
∑︀𝑛

𝑗=1 𝜀𝑗𝜉
2
𝑗 F , A 𝑓(𝑡, 𝑥) =

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏, 𝑥)𝑑𝜏.

9事实上, 我们只需要|𝑐𝛽 | 6 𝐶|𝛽|.
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为了说明想法, 我们把非线性项简化为𝐹 (𝑢, �̄�,∇𝑢,∇�̄�) = �⃗� · ∇(|𝑢|2𝑢). 按照第
三章引言, 我们需要解积分方程

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 − iA �⃗� · ∇(|𝑢|2𝑢).

基于一维Schrödinger群的光滑效应估计, 我们很容易证明下面的高维光滑效应

估计: ⃦⃦⃦
𝐷1/2
𝑥𝑖 𝑆(𝑡)𝑢0

⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡 (R1+𝑛)

. ‖𝑢0‖2, (6.4.4)

‖𝜕𝑥𝑖A 𝑓‖𝐿∞
𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡 (R1+𝑛) . ‖𝑓‖𝐿1

𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
, (6.4.5)

其中各向异性的Lebesgue空间定义为 (以下总假定各向异性的Lebesgue空间定

义在R1+𝑛上)

‖𝑓‖𝐿𝑝1
𝑥𝑖
𝐿
𝑝2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿
𝑝2
𝑡

=
⃦⃦⃦
‖𝑓‖𝐿𝑝2

𝑥1,...,𝑥𝑖−1,𝑥𝑖+1,...,𝑥𝑛
𝐿
𝑝2
𝑡 (R×R𝑛−1)

⃦⃦⃦
𝐿
𝑝1
𝑥𝑖

(R)
. (6.4.6)

按照scaling不变性, 这两个估计最佳. 根据(6.4.19), 应选取𝐿∞
𝑥𝑖𝐿

2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡作为

工作空间处理非线性项的导数𝜕𝑥𝑖 . 按照积分方程, 有

‖𝜕𝑥1𝑢‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿2
𝑡
. ‖𝐷1/2

𝑥1 𝑢0‖2 +
𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝜕𝑥𝑖(|𝑢|2𝑢)‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿2
𝑡
. (6.4.7)

现在需要做非线性估计. 本质上, 需要处理下面两种非线性估计:

𝐼 = ‖𝜕𝑥1(|𝑢|2𝑢)‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿2
𝑡 (R1+𝑛), 𝐼𝐼 = ‖𝜕𝑥2(|𝑢|2𝑢)‖𝐿1

𝑥1
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿2
𝑡
.

先看𝐼的估计. 使用Hölder不等式, 有

𝐼 6 ‖𝜕𝑥1𝑢‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿2
𝑡
‖𝑢‖2𝐿2

𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡
. (6.4.8)

所以, 我们还需要估计‖𝑢‖𝐿2
𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡
. 按照积分方程, 需要估计

‖𝑢‖𝐿2
𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡
6 ‖𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿2

𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡
+ ‖∇A (|𝑢|2𝑢)‖𝐿2

𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡
.

遗憾的是, 我们不能直接做出整体估计, 但可以得到‖𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿2
𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡
的

频率局部化估计:

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿2
𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡
. ⟨𝑘1⟩1/2‖�𝑘𝑢0‖2. (6.4.9)
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由于(6.4.9)只是一个局部估计, 这使得我们需要频率局部化上面的讨论. 从而,

我们需要局部化(6.4.7), 引进下面的:

‖𝑢‖
ℓ1,𝑠�ℎ𝑖

(𝐿∞
𝑥1
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿2
𝑡 )

:=
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩𝑠‖�𝑘𝑢‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿2
𝑡
, (6.4.10)

‖𝑢‖ℓ1�(𝐿2
𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡 ) :=

∑︁
𝑘∈Z𝑛

‖�𝑘𝑢‖𝐿2
𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡
. (6.4.11)

注意到光滑效应估计中低频部分估计还不如Strichartz估计好,所以在(6.4.10)中

我们去掉了𝜉1方向的低频部分. 如果我们不考虑最优的估计, 上面的(6.4.9)估

计已蕴含了

‖𝑢‖ℓ1�(𝐿2
𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡 ) . ‖𝑢‖

𝑀
1/2
2,1

+
∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘1⟩1/2‖�𝑘∇(|𝑢|2𝑢)‖𝐿1
𝑡𝐿

2
𝑥
.

做非线性估计,

‖𝑢‖ℓ1�(𝐿2
𝑥1
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿∞
𝑡 ) . ‖𝑢‖

𝑀
1/2
2,1

+

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩3/2‖�𝑘𝑢‖𝐿3
𝑡𝐿

6
𝑥

)︃3

. (6.4.12)

这意味着我们还需要下面的范数:

‖𝑢‖
ℓ
1,3/2
� (𝐿3

𝑡𝐿
6
𝑥)

:=
∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩3/2‖�𝑘𝑢‖𝐿3
𝑡𝐿

6
𝑥
. (6.4.13)

(6.4.7)的局部化形式为

‖𝜕𝑥1𝑢‖ℓ1,2�ℎ𝑖 (𝐿
∞
𝑥1
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿2
𝑡 )
. ‖𝑢0‖𝑀5/2

2,1

+
𝑛∑︁
𝑖=1

⟨𝑘1⟩2‖�𝑘𝜕𝑥𝑖(|𝑢|2𝑢)‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿2
𝑡
.

(6.4.14)

通过做非线性估计, 我们发现(6.4.14)右端可以被(6.4.10), (6.4.11) 和(6.4.13)

所控制. 𝐼𝐼 的估计更复杂一些,我们需要考虑导数𝜕𝑥2和空间ℓ
1,2
�ℎ𝑖

(𝐿∞
𝑥1𝐿

2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=1

𝐿2
𝑡 )

的相互作用, 详细可见下面S6.4.5的讨论.

S6.4.2 gNLS的的的整整整体体体适适适定定定性性性和和和散散散射射射结结结果果果

回忆各向异性Lebesgue空间𝐿𝑝1𝑥𝑖𝐿
𝑝2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿𝑝2𝑡 由(6.4.6)定义.对𝑘 = (𝑘1, ..., 𝑘𝑛),

我们记

‖𝑢‖𝑋𝑠
𝛼
=

𝑛∑︁
𝑖, ℓ=1

∑︁
𝑘∈Z𝑛, |𝑘𝑖|>4

⟨𝑘𝑖⟩𝑠−1/2
⃦⃦
𝜕𝛼𝑥ℓ�𝑘𝑢

⃦⃦
𝐿∞
𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
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+

𝑛∑︁
𝑖, ℓ=1

∑︁
𝑘∈Z𝑛

⃦⃦
𝜕𝛼𝑥ℓ�𝑘𝑢

⃦⃦
𝐿𝑚
𝑥𝑖
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿∞
𝑡
, (6.4.15)

‖𝑢‖𝑆𝑠
𝛼
=

𝑛∑︁
ℓ=1

∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩𝑠−1
⃦⃦
𝜕𝛼𝑥ℓ�𝑘𝑢

⃦⃦
𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥

⋂︀
𝐿3
𝑡𝐿

6
𝑥
, (6.4.16)

‖𝑢‖𝑋𝑠 =
∑︁
𝛼=0,1

‖𝑢‖𝑋𝑠
𝛼
, ‖𝑢‖𝑆𝑠 =

∑︁
𝛼=0,1

‖𝑢‖𝑆𝑠
𝛼
. (6.4.17)

定定定理理理 6.4.1. 设𝑛 > 3, 𝑚 = 2, 𝑢0 ∈ 𝑀
5/2
2,1 且存在适当小的𝛿 > 0, 使

得‖𝑢0‖𝑀5/2
2,1

6 𝛿. 则(6.4.1)有唯一解𝑢 ∈ 𝐶(R,𝑀5/2
2,1 )∩𝑋5/2∩𝑆5/2, ‖𝑢‖𝑋5/2∩𝑆5/2 .

𝛿. 进一步, (6.4.1)的散射算子把𝐶(R,𝑀5/2
2,1 )中的某个零邻域映射到𝐶(R,𝑀

5/2
2,1 ).

S6.4.3 各各各向向向异异异性性性的的的线线线性性性估估估计计计

命命命题题题6.4.2. (光滑效应) 对任何𝑖 = 1, ..., 𝑛, 有下面的估计:⃦⃦⃦
𝐷1/2
𝑥𝑖 𝑆(𝑡)𝑢0

⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡

. ‖𝑢0‖2. (6.4.18)

‖𝜕𝑥𝑖A 𝑓‖𝐿∞
𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
. ‖𝑓‖𝐿1

𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
. (6.4.19)

‖𝜕𝑥𝑖A 𝑓‖𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥
. ‖𝐷1/2

𝑥𝑖 𝑓‖𝐿1
𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
. (6.4.20)

证明.由标准的对偶估计, (6.4.18) 蕴含(6.4.20). 所以, 我们只需证明前两

个不等式. 记�̄� = (𝑥2, ..., 𝑥𝑛). 使用Plancherel 等式和Minkowski 不等式,

‖𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡
6
⃦⃦⃦
F−1
𝜉1
𝑒i𝑡𝜀1𝜉

2
1F𝑥1(F�̄�𝑢0)

⃦⃦⃦
𝐿2
𝜉
𝐿∞
𝑥1
𝐿2
𝑡

. (6.4.21)

回忆𝑆(𝑡) 在一维空间的光滑效应估计,⃦⃦⃦
F−1
𝜉 𝑒i𝑡𝜉

2
F𝑥𝑢0

⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑥 𝐿2

𝑡 (R1+1)
. ‖𝐷−1/2

𝑥 𝑢0‖𝐿2(R). (6.4.22)

从而, (6.4.21) 和(6.4.22), 结合使用Plancherel等式, 立即得到(6.4.18).

记

𝑢 = 𝑐F−1
𝑡,𝑥

𝜉1
|𝜉|2± − 𝜏

F𝑡,𝑥𝑓. (6.4.23)

不失一般性, 假设|𝜉|2± = 𝜉21 + 𝜀2𝜉
2
2 + ...+ 𝜀𝑛𝜉

𝑛
𝑛 := 𝜉21 + |𝜉|2±. 由Plancherel 等式,

‖𝑢‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡
6

⃦⃦⃦⃦
F−1
𝜉1

𝜉1
𝜉21 + |𝜉|2± − 𝜏

F𝑡,𝑥𝑓

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝜉
𝐿∞
𝑥1
𝐿2
𝜏

. (6.4.24)
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做变量替换𝜏 → 𝜇+ |𝜉|2±, (6.4.24) 的右端变成⃦⃦⃦⃦
F−1
𝜉1

𝜉1
𝜉21 − 𝜇

F𝑡,𝑥1(𝑒
−i𝑡|𝜉|2±F𝑥2,...,𝑥𝑛𝑓)

⃦⃦⃦⃦
𝐿2
𝜉
𝐿∞
𝑥1
𝐿2
𝜇

. (6.4.25)

回忆一维空间的光滑效应估计⃦⃦⃦⃦
F−1
𝜏,𝜉

𝜉

𝜉2 − 𝜏
F𝑡,𝑥𝑓

⃦⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑥 𝐿2

𝑡 (R1+1)

. ‖𝑓‖𝐿1
𝑥𝐿

2
𝑡 (R1+1), (6.4.26)

由(6.4.24), (6.4.25) 和(6.4.26) 得到

‖𝑢‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡
.
⃦⃦⃦
𝑒−i𝑡|𝜉|2±F𝑥2,...,𝑥𝑛𝑓

⃦⃦⃦
𝐿2
𝜉
𝐿1
𝑥1
𝐿2
𝑡

. (6.4.27)

使用Minkowski 不等式和Plancherel 等式, 立得

‖𝑢‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡
. ‖𝑓‖𝐿1

𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡
. (6.4.28)

注意𝜕𝑥1A 𝑓 = 𝑢−𝜕𝑥1𝑆(𝑡)
∫︀∞
−∞ 𝑆(𝑠)sgn(𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠,可以看出, (6.4.28)中用𝜕𝑥1A 𝑓

替换𝑢, 结论不变. �

S6.4.4 频频频率率率局局局部部部化化化线线线性性性估估估计计计: 无无无导导导数数数相相相互互互作作作用用用情情情形形形

本节考虑Schrödinger群限制到一致局部频率空间时的光滑效应估计,

极大函数估计以及它们和Strichartz 估计之间的联系. 设定义在R上的函数
列{𝜂𝑘}𝑘∈Z ∈ ϒ1, 回忆

𝜎𝑘(𝜉) := 𝜂𝑘1(𝜉1)...𝜂𝑘𝑛(𝜉𝑛), (6.4.29)

则有{𝜎𝑘}𝑘∈Z𝑛 ∈ ϒ𝑛. 以下总使用(6.4.29). 回忆�𝑘 = F−1𝜎𝑘F . 为方便, 以下

总记̃︀�𝑘 =∑︀|ℓ|∞61�𝑘+ℓ.

引引引理理理6.4.3. 队任何𝜎 ∈ R, 𝑘 = (𝑘1, ..., 𝑘𝑛) ∈ Z𝑛 with |𝑘𝑖| > 4, 有

‖�𝑘𝐷𝜎
𝑥𝑖𝑢‖𝐿𝑝1

𝑥1
𝐿
𝑝2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿
𝑝2
𝑡
. ⟨𝑘𝑖⟩𝜎‖�𝑘𝑢‖𝐿𝑝1

𝑥1
𝐿
𝑝2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿
𝑝2
𝑡
.

用𝜕𝜎𝑥𝑖 (𝜎 ∈ N) 取代𝐷𝜎
𝑥𝑖 by 上述不等式对所有𝑘 ∈ Z𝑛 都对.

证明.使用(6.4.29), 有

�𝑘𝐷
𝜎
𝑥𝑖𝑢 =

1∑︁
ℓ=−1

∫︁
R

(︁
F−1
𝜉𝑖

(𝜂𝑘𝑖+ℓ(𝜉𝑖)|𝜉𝑖|
𝜎)
)︁
(𝑦𝑖)(�𝑘𝑢)(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)𝑑𝑦𝑖.
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使用Young 不等式和

‖F−1
𝜉𝑖

(𝜂𝑘𝑖+ℓ(𝜉𝑖)|𝜉𝑖|
𝜎)‖𝐿1(R) . ⟨𝑘𝑖⟩𝜎,

我们立即得到结论. �

命命命题题题6.4.4. (极大函数估计) 设4/𝑛 < 𝑞 6∞, 𝑞 > 2. 则有

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿𝑞
𝑥𝑖
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿∞
𝑡
. ⟨𝑘𝑖⟩1/𝑞‖�𝑘𝑢0‖𝐿2(R𝑛). (6.4.30)

证明.为方便, 记�̄� = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛−1). 使用对偶估计, 只要证明下面的不等

式:

‖F−1𝑒i𝑡|𝜉|
2
±𝜂𝑘1(𝜉1)𝜂𝑘(𝜉)‖𝐿𝑞/2

𝑥1
𝐿∞
�̄�,𝑡(R𝑛)

. ⟨𝑘1⟩2/𝑞.

�𝑘𝑆(𝑡) 满足下面的衰减,

‖F−1
𝜉
𝑒i𝑡|𝜉|

2
±𝜂𝑘(𝜉)‖𝐿∞

�̄� (R𝑛−1) . (1 + |𝑡|)−(𝑛−1)/2,

‖F−1
𝜉1
𝑒i𝑡𝜉

2
1𝜂𝑘1(𝜉1)‖𝐿∞

𝑥1
(R) . (1 + |𝑡|)−1/2.

另一方面, 通过分部积分, 可以得到当|𝑥1| > 4|𝑡|⟨𝑘1⟩ 时,

|F−1
𝜉1
𝑒i𝑡𝜉

2
1𝜂𝑘1(𝜉1)| . |𝑥1|−2.

因此, 对所有|𝑥1| > 1,

|F−1𝑒i𝑡|𝜉|
2
±𝜂𝑘1(𝜉1)𝜂𝑘(𝜉)| . (1 + |𝑥1|)−2 + ⟨𝑘1⟩𝑛/2(⟨𝑘1⟩+ |𝑥1|)−𝑛/2.

这蕴含了

‖F−1𝑒i𝑡|𝜉|
2
±𝜂𝑘1(𝜉1)𝜂𝑘(𝜉)‖𝐿𝑞/2

𝑥1
𝐿∞
�̄�,𝑡(R𝑛)

. 1 + ⟨𝑘1⟩𝑛/2‖(⟨𝑘1⟩+ |𝑥1|)−𝑛/2‖𝐿𝑞/2
𝑥1

(R)

. ⟨𝑘1⟩2/𝑞.

由此可得到(6.4.30). �

由命题6.4.2, 有

命命命题题题6.4.5. (频率局部光滑效应) 对任何𝑘 = (𝑘1, ..., 𝑘𝑛) ∈ Z𝑛, 有

‖�𝑘A 𝜕𝑥𝑖𝑓‖𝐿∞
𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
. ‖�𝑘𝑓‖𝐿1

𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
, (6.4.31)

‖�𝑘A 𝜕𝑥𝑖𝑓‖𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥
. ⟨𝑘𝑖⟩1/2‖�𝑘𝑓‖𝐿1

𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
. (6.4.32)
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证明.由命题6.4.2,立即得到(6.4.31). 由命题6.4.2和引理6.4.3,得到(6.4.32)

当|𝑘𝑖| > 3 时成立. 若|𝑘𝑖| 6 2, 由命题6.4.2,

‖�𝑘A 𝜕𝑥𝑖𝑓‖𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥
.
⃦⃦⃦
𝐷−1/2
𝑥𝑖 �𝑘A 𝜕𝑥𝑖𝑓

⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥

. ‖�𝑘𝑓‖𝐿1
𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
,

这蕴含了想要的结果. �

命命命题题题6.4.6. (Strichartz, 光滑效应和极大函数估计的关系) 设2 6 𝑟 < ∞,

2/𝛾(𝑟) = 𝑛(1/2− 1/𝑟) and 𝛾 > 𝛾(𝑟) ∨ 2. 我们有

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿𝛾
𝑡 𝐿

𝑟
𝑥
. ‖�𝑘𝑢0‖𝐿2(R𝑛), (6.4.33)

‖�𝑘A 𝑓‖𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥 ∩𝐿𝛾
𝑡 𝐿

𝑟
𝑥
. ‖�𝑘𝑓‖𝐿𝛾′

𝑡 𝐿
𝑟′
𝑥
, (6.4.34)

‖�𝑘A 𝜕𝑥𝑖𝑓‖𝐿𝛾
𝑡 𝐿

𝑟
𝑥
. ⟨𝑘𝑖⟩1/2‖�𝑘𝑓‖𝐿1

𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
, (6.4.35)

‖�𝑘A 𝜕𝑥𝑖𝑓‖𝐿∞
𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
. ⟨𝑘𝑖⟩1/2‖�𝑘𝑓‖𝐿𝛾′

𝑡 𝐿
𝑟′
𝑥
, (6.4.36)⃦⃦

�𝑘A 𝜕𝛼𝑥𝑖𝑓
⃦⃦
𝐿2
𝑥𝑖
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿∞
𝑡
. ⟨𝑘𝑖⟩𝛼+1/2‖�𝑘𝑓‖𝐿1

𝑡𝐿
2
𝑥
. (6.4.37)

证明. (6.4.33)和(6.4.34)是Strichartz估计的直接推论.由(6.4.30)可直接

得到(6.4.37). 为方便, 记

ℒ𝑘(𝑓, 𝜓) :=
⃒⃒⃒⃒∫︁

R

(︂
�𝑘

∫︁
R
𝑆(𝑡− 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏, 𝜓(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
. (6.4.38)

现在证明(6.4.35). 使用Strichartz不等式, 引理6.4.3 和命题6.4.5,

ℒ𝑘(𝜕𝑥1𝑓, 𝜓) . ⟨𝑘𝑖⟩1/2‖�𝑘𝑓‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡

⃦⃦
�̃𝑘𝜓

⃦⃦
𝐿𝛾′
𝑡 𝐿

𝑟′
𝑥

. ⟨𝑘𝑖⟩1/2‖�𝑘𝑓‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
‖𝜓‖

𝐿𝛾′
𝑡 𝐿

𝑟′
𝑥
. (6.4.39)

由对偶性, (6.4.45) 和Christ-Kiselev 引理(见附录) 便可得到(6.4.35) 成立. 交

换𝑓 和𝜓 的位置, 立即得到(6.4.36) 对𝑟 > 2 成立. 当𝑟 = 2, (6.4.36) 是𝑆(𝑡)

的1/2 阶光滑效应的直接推论. �

推推推论论论6.4.7. 设2 6 𝑞 <∞, 𝑞 > 4/𝑛, 4/𝑛 6 𝑝 <∞. 我们有如下结论.⃦⃦⃦
𝐷1/2
𝑥1 �𝑘𝑆(𝑡)𝑢0

⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡

. ‖�𝑘𝑢0‖𝐿2(R𝑛), (6.4.40)

‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿𝑞
𝑥1
𝐿∞
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿∞
𝑡
. ⟨𝑘𝑖⟩1/𝑞‖�𝑘𝑢0‖𝐿2(R𝑛), (6.4.41)
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‖�𝑘𝑆(𝑡)𝑢0‖𝐿2+𝑝
𝑡,𝑥 ∩𝐿∞

𝑡 𝐿2
𝑥
. ‖�𝑘𝑢0‖𝐿2(R𝑛), (6.4.42)

‖�𝑘A 𝜕𝑥1𝑓‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
. ‖�𝑘𝑓‖𝐿1

𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
, (6.4.43)

‖�𝑘A 𝑓‖
𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥 ∩𝐿2+𝑝
𝑡,𝑥
. ⟨𝑘1⟩1/2‖�𝑘𝑓‖𝐿1

𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
. (6.4.44)

‖�𝑘A 𝜕𝑥1𝑓‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
. ⟨𝑘1⟩1/2‖�𝑘𝑓‖𝐿(2+𝑝)/(1+𝑝)

𝑡,𝑥
, (6.4.45)

‖�𝑘A 𝜕𝑥1𝑓‖𝐿𝑞
𝑥1
𝐿∞
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿∞
𝑡
. ⟨𝑘1⟩1+1/𝑞‖�𝑘𝑓‖𝐿1

𝑡𝐿
2 , (6.4.46)

‖�𝑘A 𝑓‖
𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥 ∩𝐿2+𝑝
𝑡,𝑥
. ‖�𝑘𝑓‖𝐿(2+𝑝)/(1+𝑝)

𝑡,𝑥
. (6.4.47)

进一步, 上面不等式左端的𝐿2+𝑝
𝑥,𝑡 被𝐿

3
𝑡𝐿

6
𝑥 所取代, 结论仍然成立.

S6.4.5 频频频率率率局局局部部部化化化线线线性性性估估估计计计: 导导导数数数相相相互互互作作作用用用情情情形形形

由推论6.4.7 中的(6.4.43), 算子A 在空间𝐿∞
𝑥1𝐿

2
𝑥2,...,𝑥𝑛𝐿

2
𝑡 中成功地吸收了

偏导数𝜕𝑥1 . 不过, A 在𝐿∞
𝑥1𝐿

2
𝑥2,...,𝑥𝑛𝐿

2
𝑡 中并不能吸收𝜕𝑥2 . 所以, 当𝜕𝑥2 出现

在𝐿∞
𝑥1𝐿

2
𝑥2,...,𝑥𝑛𝐿

2
𝑡 范数内部时, 我们需要新的方法处理. 先有下面的

命命命题题题6.4.8. 设𝑖 = 2, ..., 𝑛, 2 6 𝑞 6 ∞, 𝑞 > 4/𝑛, 2 6 𝑟 < ∞, 2/𝛾(𝑟) =

𝑛(1/2− 1/𝑟), 𝛾 > 𝛾(𝑟), 𝛾 > 2. 则有

‖�𝑘𝜕𝑥𝑖A 𝑓‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
. ‖𝜕𝑥𝑖𝜕−1

𝑥1 �𝑘𝑓‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
, (6.4.48)

‖�𝑘𝜕𝑥𝑖A 𝑓‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
. ‖𝜕𝑥𝑖𝐷−1/2

𝑥1 �𝑘𝑓‖𝐿𝛾′𝐿𝑟′
𝑥
, (6.4.49)

‖�𝑘𝜕𝑥𝑖A 𝑓‖𝐿𝑞
𝑥1
𝐿∞
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿∞
𝑡
. ⟨𝑘𝑖⟩⟨𝑘1⟩1/𝑞‖�𝑘𝑓‖𝐿1

𝑡𝐿
2
𝑥
. (6.4.50)

证明. (6.4.48) 是命题6.4.2 的直接推论. 我们有

ℒ(𝜕𝑥2𝑓, 𝜓) :=
⃒⃒⃒⃒∫︁

R

(︂∫︁
R
𝑆(𝑡− 𝜏)𝜕𝑥2𝑓(𝜏)𝑑𝜏, 𝜓(𝑡)

)︂
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
6

⃦⃦⃦⃦∫︁
R
𝑆(−𝜏)𝜕𝑥2𝐷−1/2

𝑥1 𝑓(𝜏)𝑑𝜏

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R𝑛)

⃦⃦⃦⃦
𝐷1/2
𝑥1

∫︁
R
𝑆(−𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R𝑛)

.

(6.4.51)

由Strichartz 不等式和命题6.4.2,

ℒ(𝜕𝑥2𝑓, 𝜓) . ‖𝜕𝑥2𝐷−1/2
𝑥1 𝑓‖

𝐿𝛾′
𝑡 𝐿

𝑟′
𝑥
‖𝜓‖𝐿1

𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
. (6.4.52)

𝑟 > 2时, 使用对偶性, Christ-Kiselev 引理, (6.4.52) 蕴含(6.4.49). 𝑟 = 2

时, 由𝑆(𝑡) 的1/2 阶光滑效应, 我们看到(6.4.49) 也对. 由命题6.4.4,我们也

有(6.4.50). �
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引引引理理理6.4.9. 设𝜓 : [0,∞) → [0, 1] 为光滑截断函数满足𝜓(𝑥) = 1, |𝑥| 6 1;

以及𝜓(𝑥) = 0, |𝑥| > 2. 设𝜓1(𝜉) = 𝜓(𝜉2/2𝜉1), 𝜓2(𝜉) = 1 − 𝜓(𝜉2/2𝜉1), 𝜉 ∈ R𝑛.
则对所有𝜎 > 0,∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩𝜎
⃦⃦⃦
F−1
𝜉1,𝜉2

𝜓1F𝑥1,𝑥2�𝑘𝜕𝑥2A 𝑓
⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡

.
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩𝜎 ‖�𝑘𝑓‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
, (6.4.53)

对𝜎 > 1, ∑︁
𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩𝜎
⃦⃦⃦
F−1
𝜉1,𝜉2

𝜓2F𝑥1,𝑥2�𝑘𝜕𝑥2A 𝑓
⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡

.
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘2|>4

⟨𝑘2⟩𝜎 ‖�𝑘𝑓‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
𝑥2,...,𝑥𝑛

𝐿2
𝑡
. (6.4.54)

证明.为简单, 我们记�̄� = (𝑥2, ..., 𝑥𝑛)

𝐼 =
⃦⃦⃦
F−1
𝜉1,𝜉2

𝜓1F𝑥1,𝑥2�𝑘𝜕𝑥2A 𝑓
⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

,

𝐼𝐼 =
⃦⃦⃦
F−1
𝜉1,𝜉2

𝜓2F𝑥1,𝑥2�𝑘𝜕𝑥2A 𝑓
⃦⃦⃦
𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

.

设𝜂𝑘 同引理(6.4.29). 对𝑘 ∈ Z𝑛, |𝑘1| > 4, 应用�𝑘 的几乎正交性, 有

𝐼 .
∑︁

|ℓ1|,|ℓ2|61

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦F−1

𝜉1,𝜉2
𝜓

(︂
𝜉2
2𝜉1

)︂
𝜉2
𝜉1

∏︁
𝑖=1,2

𝜂𝑘𝑖+ℓ𝑖(𝜉𝑖)F𝑥1,𝑥2�𝑘𝜕𝑥1A 𝑓

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

.

(6.4.55)

记

(𝑓 ~12 𝑔)(𝑥) =

∫︁
R2

𝑓(𝑡, 𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2, 𝑥3, ..., 𝑥𝑛)𝑔(𝑡, 𝑦1, 𝑦2)𝑑𝑦1𝑑𝑦2. (6.4.56)

对R1+𝑛上的任何Banach函数空间𝑋, 有

‖𝑓 ~12 𝑔‖𝑋 6 ‖𝑔‖𝐿1
𝑦1,𝑦2

(R2) sup
𝑦1,𝑦2

‖𝑓(·, · − 𝑦1, · − 𝑦2, ·, ..., ·)‖𝑋 . (6.4.57)

因此, 由(6.4.55) 和(6.4.57),

𝐼 .
∑︁

|ℓ1|,|ℓ2|61

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦F−1

𝜉1,𝜉2
𝜓

(︂
𝜉2
2𝜉1

)︂
𝜉2
𝜉1

∏︁
𝑖=1,2

𝜂𝑘𝑖+ℓ𝑖(𝜉𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿1(R2)

‖�𝑘𝜕𝑥1A 𝑓‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡
.

(6.4.58)
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使用乘子估计, 对|𝑘1| > 4, 我们有⃦⃦⃦⃦
⃦⃦F−1

𝜉1,𝜉2
𝜓

(︂
𝜉2
2𝜉1

)︂
𝜉2
𝜉1

∏︁
𝑖=1,2

𝜂𝑘𝑖+ℓ𝑖(𝜉𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿1(R2)

.
∑︁
|𝛼|62

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝐷𝛼

⎡⎣𝜓(︂ 𝜉2
2𝜉1

)︂
𝜉2
𝜉1

∏︁
𝑖=1,2

𝜂𝑘𝑖+ℓ𝑖(𝜉𝑖)

⎤⎦⃦⃦⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R2)

. 1. (6.4.59)

由命题6.4.5, (6.4.58) 和(6.4.59), 有

𝐼 . ‖�𝑘𝑓‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡
, |𝑘1| > 4. (6.4.60)

下面考虑𝐼𝐼. 使用命题6.4.8,

𝐼𝐼 .
⃦⃦⃦
F−1
𝜉1,𝜉2

(𝜉2/𝜉1)𝜓2F𝑥1,𝑥2�𝑘𝑓
⃦⃦⃦
𝐿1
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

.
∑︁

|ℓ1|,|ℓ2|61

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦F−1

𝜉1,𝜉2

(︂
1− 𝜓

(︂
𝜉2
2𝜉1

)︂)︂
𝜉2
𝜉1

∏︁
𝑖=1,2

𝜂𝑘𝑖+ℓ𝑖(𝜉𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿1(R2)

× ‖�𝑘𝑓‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡
. (6.4.61)

注意到supp𝜓2 ⊂ {𝜉 : |𝜉2| > 2|𝜉1|}. 若|𝑘1| > 4, 则有|𝑘2| > 6 且在(6.4.54) 左端

的求和中|𝑘2| > |𝑘1|. 于是,
∑︀

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4⟨𝑘1⟩𝜎𝐼𝐼 6
∑︀

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4⟨𝑘2⟩𝜎−1⟨𝑘1⟩𝐼𝐼.⃦⃦⃦⃦
⃦⃦F−1

𝜉1,𝜉2

(︂
1− 𝜓

(︂
𝜉2
2𝜉1

)︂)︂
𝜉2
𝜉1

∏︁
𝑖=1,2

𝜂𝑘𝑖+ℓ𝑖(𝜉𝑖)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝐿1(R2)

.
∑︁
|𝛼|62

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝐷𝛼

⎡⎣F−1
𝜉1,𝜉2

(︂
1− 𝜓

(︂
𝜉2
2𝜉1

)︂)︂
𝜉2
𝜉1

∏︁
𝑖=1,2

𝜂𝑘𝑖+ℓ𝑖(𝜉𝑖)

⎤⎦⃦⃦⃦⃦⃦⃦
𝐿2(R2)

. ⟨𝑘2⟩⟨𝑘1⟩−1. (6.4.62)

(6.4.61) 和(6.4.62) 结合便得到𝐼𝐼 的估计. �

S6.4.6 整整整体体体适适适定定定性性性的的的的的的证证证明明明

定义

𝜚
(𝑖)
1 (𝑢) =

∑︁
𝑘∈Z𝑛, |𝑘𝑖|>4

⟨𝑘𝑖⟩2‖�𝑘𝑢‖𝐿∞
𝑥𝑖
𝐿2
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿2
𝑡
,
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𝜚
(𝑖)
2 (𝑢) =

∑︁
𝑘∈Z𝑛

‖�𝑘𝑢‖𝐿𝑚
𝑥𝑖
𝐿∞
(𝑥𝑗)𝑗 ̸=𝑖

𝐿∞
𝑡
,

𝜚
(𝑖)
3 (𝑢) =

∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘𝑖⟩3/2‖�𝑘𝑢‖𝐿3
𝑡𝐿

6
𝑥 ∩𝐿∞

𝑡 𝐿2
𝑥
.

记

𝑋 :=

⎧⎨⎩𝑢 ∈ S ′ : ‖𝑢‖𝑋 :=

3∑︁
ℓ=1

∑︁
𝛼=0,1

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜚
(𝑖)
ℓ (𝜕𝛼𝑥𝑗𝑢) 6 𝛿

⎫⎬⎭ .

考虑映射:

T : 𝑢(𝑡) → 𝑆(𝑡)𝑢0 − iA 𝐹 (𝑢, �̄�,∇𝑢,∇�̄�),

我们证明T : 𝑋 → 𝑋 为压缩映射. 由于‖𝑢‖𝑋 = ‖�̄�‖𝑋 , 因此可以假设

𝐹 (𝑢, �̄�,∇𝑢,∇�̄�) = 𝐹 (𝑢,∇𝑢) :=
∑︁

𝑚+16𝜅+|𝜈|<∞

𝑐𝜅𝜈𝑢
𝜅(∇𝑢)𝜈 ,

其中(∇𝑢)𝜈 = 𝑢𝜈1𝑥1 ...𝑢
𝜈𝑛
𝑥𝑛 . 为了方便, 我们记

𝑣1 = ... = 𝑣𝜅 = 𝑢, 𝑣𝜅+1 = ... = 𝑣𝜅+𝜈1 = 𝑢𝑥1 , ..., 𝑣𝜅+|𝜈|−𝜈𝑛+1 = ... = 𝑣𝜅+|𝜈| = 𝑢𝑥𝑛 .

由(6.4.18), 对𝛼 = 0, 1,

𝜚
(𝑖)
1 (𝜕𝛼𝑥𝑗𝑆(𝑡)𝑢0) .

∑︁
𝑘∈Z𝑛, |𝑘𝑖|>4

⟨𝑘𝑖⟩1/2⟨𝑘𝑗⟩2‖�𝑘𝑢0‖𝐿2(R𝑛) 6 ‖𝑢0‖𝑀5/2
2,1

.

由(6.4.41), (6.4.42), 对𝛼 = 0, 1, 我们有

𝜚
(𝑖)
2 (𝜕𝛼𝑥𝑗𝑆(𝑡)𝑢0) + 𝜚

(𝑖)
3 (𝜕𝛼𝑥𝑗𝑆(𝑡)𝑢0) . ‖𝑢0‖𝑀5/2

2,1

.

因此,

‖𝑆(𝑡)𝑢0‖𝑋 . ‖𝑢0‖𝑀5/2
2,1

.

为了估计𝜚
(𝑖)
1 (A 𝜕𝛼𝑥𝑗 (𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|)), 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛,只要估计𝜚

(1)
1 (A 𝜕𝛼𝑥1(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|))

和𝜚
(1)
1 (A 𝜕𝛼𝑥2(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|)) 就可以了. 使用频率一致分解, 有

�𝑘(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|) =
∑︁
S(𝑖)1

�𝑘
(︀
�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|

)︀



· 198 · 第六章 频率空间一致分解方法

+
∑︁
S(𝑖)2

�𝑘
(︀
�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|

)︀
, (6.4.63)

其中

S(𝑖)1 := {(𝑘(1), ..., 𝑘(𝜅+|𝜈|)) : |𝑘(1)𝑖 | ∨ ... ∨ |𝑘(𝜅+|𝜈|)
𝑖 | > 4},

S(𝑖)2 := {(𝑘(1), ..., 𝑘(𝜅+|𝜈|)) : |𝑘(1)𝑖 | ∨ ... ∨ |𝑘(𝜅+|𝜈|)
𝑖 | 6 4}.

以下我们经常使用下面�𝑘的几乎正交性质:

�𝑘
(︀
�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|

)︀
= 0, |𝑘 − 𝑘(1) − ...− 𝑘(𝜅+|𝜈|)| > 𝐶. (6.4.64)

仍记�̄� = (𝑥2, ..., 𝑥𝑛). 由(6.4.31) 和(6.4.36),

𝜚
(1)
1 (A 𝜕𝛼𝑥1(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|))

.
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩2
∑︁
S(1)1

‖�𝑘
(︀
�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|

)︀
‖𝐿1

𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

+
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩5/2
∑︁
S(1)2

‖�𝑘
(︀
�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|

)︀
‖
𝐿

𝜅+|𝜈|+1
𝜅+|𝜈|

𝑡,𝑥

:= 𝐼 + 𝐼𝐼. (6.4.65)

使用�𝑘的几乎正交性质(6.4.64),

𝐼 .
∑︁

𝑘(1)∈Z𝑛, |𝑘(1)1 |>2

⟨𝑘(1)1 ⟩2‖�𝑘(1)𝑣1‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

×
∑︁

𝑘(2),...,𝑘(𝜅+|𝜈|)∈Z𝑛

𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=2

‖�𝑘(𝑖)𝑣𝑖‖𝐿𝜅+|𝜈|−1
𝑥1

𝐿∞
�̄� 𝐿∞

𝑡
. (6.4.66)

由Hölder 不等式, 结合引理6.1.1,

‖�𝑘(𝑖)𝑣𝑖‖𝐿𝜅+|𝜈|−1
𝑥1

𝐿∞
�̄� 𝐿∞

𝑡

6 ‖�𝑘(𝑖)𝑣𝑖‖
𝑚

𝜅+|𝜈|−1

𝐿𝑚
𝑥1
𝐿∞
�̄� 𝐿∞

𝑡
‖�𝑘(𝑖)𝑣𝑖‖

1− 𝑚
𝜅+|𝜈|−1

𝐿∞
𝑥,𝑡

. ‖�𝑘(𝑖)𝑣𝑖‖
𝑚

𝜅+|𝜈|−1

𝐿𝑚
𝑥1
𝐿∞
�̄� 𝐿∞

𝑡
‖�𝑘(𝑖)𝑣𝑖‖

1− 𝑚
𝜅+|𝜈|−1

𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥
. (6.4.67)

从而, 注意到𝑣𝑖 = 𝑢 或者𝑣𝑖 = 𝑢𝑥𝑗 , 从(6.4.66) 和(6.4.67) 得到,

𝐼 . ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|
𝑋 . (6.4.68)
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由S(1)2 的构造, 在𝐼𝐼的求和中有|𝑘1| 6 𝐶. 再次使用Hölder 不等式和引理6.1.1,

‖�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|‖
𝐿

𝜅+|𝜈|+1
𝜅+|𝜈|

𝑥,𝑡

6
𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=1

‖�𝑘(𝑖)𝑣𝑖‖𝐿𝜅+|𝜈|+1
𝑥,𝑡

.
𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=1

‖�𝑘(𝑖)𝑣𝑖‖𝐿2+𝑚
𝑥,𝑡

⋂︀
𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥
. (6.4.69)

这蕴含了,

𝐼𝐼 . ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|
𝑋 . (6.4.70)

下面估计𝜚
(1)
1 (A 𝜕𝛼𝑥2(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|)). 𝛼 = 0 的情形上面已讨论过, 故只需要考

虑𝛼 = 1 的情形. 设𝜓𝑖 (𝑖 = 1, 2) 由引理6.4.9 给出, 记𝑃𝑖 = F−1𝜓𝑖F . 我们有

𝜚
(1)
1 (A 𝜕𝑥2(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|))

6
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩2‖𝑃1�𝑘(A 𝜕𝑥2(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|))‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

+
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩2‖𝑃2�𝑘(A 𝜕𝑥2(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|))‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

:= 𝐼𝐼𝐼 + 𝐼𝑉. (6.4.71)

使用分解(6.4.63), 有

𝐼𝐼𝐼 6
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩2
∑︁
S(1)1

‖𝑃1�𝑘(A 𝜕𝑥2(�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|))‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

+
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩2
∑︁
S(1)2

‖𝑃1�𝑘(A 𝜕𝑥2(�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|))‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

:= 𝐼𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼𝐼2. (6.4.72)

由引理6.4.9,

𝐼𝐼𝐼1 .
∑︁
S(1)1

∑︁
𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩2‖�𝑘(�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|)‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡
. (6.4.73)

由对称性, 在S(1)1 中可以设|𝑘(1)1 | = max(|𝑘(1)1 |, ..., |𝑘(𝜅+|𝜈|)
1 |). 从而,

𝐼𝐼𝐼1 .
∑︁

S(1)1 , |𝑘(1)1 |>4

⟨𝑘(1)1 ⟩2‖�𝑘(1)𝑣1‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=2

‖�𝑘(𝑖)𝑣𝑖‖𝐿𝜅+|𝜈|−1
𝑥1

𝐿∞
�̄� 𝐿∞

𝑡
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. 𝜚(1)1 (𝑣1)

𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=2

(𝜚
(1)
2 (𝑣𝑖) + 𝜚

(1)
3 (𝑣𝑖)) . ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|

𝑋 . (6.4.74)

使用(6.4.49) 且注意在𝐼𝐼𝐼2 中|𝑘1| 6 𝐶,

𝐼𝐼𝐼2 .
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4, |𝑘2|.|𝑘1|

⟨𝑘1⟩5/2
∑︁
S(1)2

‖�𝑘(�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|)‖𝐿(2+𝑚)/(1+𝑚)
𝑡,𝑥

.
𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=1

𝜚
(1)
3 (𝑣𝑖) 6 ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|

𝑋 . (6.4.75)

我们已经证明了

𝐼𝐼𝐼 . ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|
𝑋 . (6.4.76)

下面估计𝐼𝑉 . 应用分解(6.4.63),

𝐼𝑉 6
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩2
∑︁
S(2)1

‖𝑃2�𝑘(A 𝜕𝑥2(�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|))‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

+
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩2
∑︁
S(2)2

‖𝑃2�𝑘(A 𝜕𝑥2(�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|))‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

:= 𝐼𝑉1 + 𝐼𝑉2. (6.4.77)

由引理6.4.9,

𝐼𝑉1 .
∑︁
S(2)1

∑︁
𝑘∈Z𝑛, |𝑘2|>4

⟨𝑘2⟩2‖�𝑘(�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|)‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡
. (6.4.78)

选取某个𝑘(𝑖),设为𝑘(𝜅+|𝜈|)使得|𝑘(𝜅+|𝜈|)
2 |不取到,或不唯一取到max16𝑖6𝜅+|𝜈| |𝑘

(𝑖)
2 |;

然后再取某个𝑘(𝑖), 比如𝑘
(1)
2 = max16𝑖6𝜅+|𝜈| |𝑘

(𝑖)
2 |. 则由Hölder不等式,

‖�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|‖𝐿1
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

6 ‖�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|−1)𝑣𝜅+|𝜈|−1‖𝐿2
𝑥,𝑡
‖�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|‖𝐿2

𝑥1
𝐿∞
�̄� 𝐿∞

𝑡

6 ‖�𝑘(1)𝑣1‖𝐿∞
𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=2

‖�𝑘(𝑖)𝑣𝑖‖(𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥)∩(𝐿2
𝑥1
𝐿∞
�̄�,𝑡)
. (6.4.79)

结合(6.4.78) 和(6.4.79),

𝐼𝑉1 . ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|
𝑋 . (6.4.80)
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为了估计𝐼𝑉2, 我们使用(6.4.49),

𝐼𝑉2 .
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘2⟩5/2
∑︁
S(2)2

‖𝑃2�𝑘(�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|)‖𝐿(2+𝑚)/(1+𝑚)
𝑡,𝑥

.
∑︁
S(2)2

‖�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|‖𝐿(2+𝑚)/(1+𝑚)
𝑡,𝑥

. ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|
𝑋 . (6.4.81)

因此, 由(6.4.80) 和(6.4.81), 得到

𝐼𝑉 . ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|
𝑋 . (6.4.82)

综合(6.4.68), (6.4.70), (6.4.76), (6.4.82), 我们证明了∑︁
𝛼=0,1

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜚
(𝑖)
1 (A 𝜕𝛼𝑥𝑗 (𝑢

𝜅(∇𝑢)𝜈)) . ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|
𝑋 . (6.4.83)

下面估计𝜚
(𝑖)
3 (A (𝑢𝜅(∇𝑢)𝜈)). 由(6.4.47),

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜚
(𝑖)
3 (A (𝑢𝜅(∇𝑢)𝜈)) .

∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩3/2‖�𝑘(𝑢𝜅(∇𝑢)𝜈)‖
𝐿

2+𝑚
1+𝑚
𝑡,𝑥

. (6.4.84)

使用引理6.3.15 的技巧, 可以控制(6.4.84) 的右端:∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩3/2‖�𝑘(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|)‖
𝐿

2+𝑚
1+𝑚
𝑡,𝑥

.
𝑚+1∏︁
𝑖=1

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩3/2‖�𝑘𝑣𝑖‖𝐿2+𝑚
𝑡,𝑥

)︃
𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=𝑚+2

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩3/2‖�𝑘𝑣𝑖‖𝐿∞
𝑡,𝑥

)︃

.
𝑚+1∏︁
𝑖=1

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩3/2‖�𝑘𝑣𝑖‖𝐿2+𝑚
𝑡,𝑥

)︃
𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=𝑚+2

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩3/2‖�𝑘𝑣𝑖‖𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥

)︃

.
𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=1

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜚
(1)
3 (𝑣𝑖)

)︃
6 ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|

𝑋 . (6.4.85)

下面估计𝜚
(1)
2 (A 𝜕𝛼𝑥1(𝑢

𝜅(∇𝑢)𝜈)).

𝜚
(1)
2 (A 𝜕𝛼𝑥1(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|)) .

∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩3/2‖�𝑘
(︀
𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|

)︀
‖𝐿1

𝑡𝐿
2
𝑥
. (6.4.86)

类似(6.4.85), 使用引理6.3.15 可以控制(6.4.86),

𝜚
(1)
2 (A 𝜕𝛼𝑥1(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|)) .

𝜅+|𝜈|∏︁
𝑖=1

(︃∑︁
𝑘∈Z𝑛

⟨𝑘⟩3/2‖�𝑘𝑣𝑖‖𝐿∞
𝑡 𝐿2

𝑥∩𝐿3
𝑡𝐿

6
𝑥

)︃
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. ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|
𝑋 . (6.4.87)

下面估计

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜌
(𝑖)
3 (A 𝜕𝑥1(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|)) .

∑︁
|𝑘|64

‖�𝑘(𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|)‖𝐿1
𝑡𝐿

2
𝑥

+

⎛⎝ ∑︁
𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|=𝑘max>4

+...+
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘𝑛|=𝑘max>4

⎞⎠ ⟨𝑘⟩3/2

× ‖�𝑘A 𝜕𝑥1
(︀
𝑣1...𝑣𝜅+|𝜈|

)︀
‖𝐿∞

𝑡 𝐿2
𝑥∩ 𝐿3

𝑡𝐿
6
𝑥

:= ϒ0(𝑢) + ϒ1(𝑢) + ...+ϒ𝑛(𝑢). (6.4.88)

ϒ0(𝑢) 的估计上面已经做了. 只需要估计ϒ𝑖(𝑢), 𝑖 = 1, 2. 使用分解(6.4.63), 进

一步使用推论6.4.7,

ϒ1(𝑢) .
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩2
∑︁
S(1)1

‖�𝑘
(︀
�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|

)︀
‖𝐿1

𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

+
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘1|>4

⟨𝑘1⟩5/2
∑︁
S(1)2

‖�𝑘
(︀
�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|

)︀
‖
𝐿

𝜅+|𝜈|+1
𝜅+|𝜈|

𝑡,𝑥

,

(6.4.89)

这归结为(6.4.65). 因此,

ϒ1(𝑢) . ‖𝑢‖𝜅+|𝜈|
𝑋 . (6.4.90)

下面估计ϒ2(𝑢). 注意在ϒ2(𝑢)的和式中|𝑘1| 6 |𝑘2|, 再次使用(6.4.44), (6.4.47),

ϒ2(𝑢) .
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘2|>4

⟨𝑘2⟩2
∑︁
S(2)1

‖�𝑘
(︀
�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|

)︀
‖𝐿1

𝑥1
𝐿2
�̄�𝐿

2
𝑡

+
∑︁

𝑘∈Z𝑛, |𝑘2|>4

⟨𝑘2⟩5/2
∑︁
S(2)2

‖�𝑘
(︀
�𝑘(1)𝑣1...�𝑘(𝜅+|𝜈|)𝑣𝜅+|𝜈|

)︀
‖
𝐿

𝜅+|𝜈|+1
𝜅+|𝜈|

𝑡,𝑥

,

(6.4.91)

上式右端第一项的估计在(6.4.79)作过了. 第二项同(6.4.65)中的𝐼𝐼, 也做过了.

综上, 我们得到10

‖T 𝑢‖𝑋 6 𝐶‖𝑢0‖𝑀3/2 +
∑︁

𝑚+16ℓ<∞
ℓ2𝑛+2𝐶ℓ‖𝑢‖ℓ𝑋 . (6.4.92)

运用标准的压缩映射办法, 我们可以完成定理的证明.

10注意|𝑐𝛽 | 6 𝐶|𝛽|.
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S7.1 伪伪伪共共共形形形守守守恒恒恒律律律、、、Morawetz不不不等等等式式式

S7.1.1 Nöther定定定理理理

谈到发展型偏微分方程, 我们自然而然地会想到该方程是不是Hamilton

系统, 是否满足一些物理守恒律, 如质量守恒、能量守恒和动量守恒等等. 比

如线性Schrödinger方程

𝑖𝑢𝑡 +Δ𝑢 = 0 (7.1.1)

的两边与𝑢𝑡作内积可得能量守恒(其中假设𝑢及它的导数当|𝑥| → +∞时是衰减
的), 但对比较复杂的守恒量未必有这么简单的推导过程. 其实我们可以通过另

外一种途径来寻找守恒量. 就能量守恒定律而言, 它不随时间而改变,这表示它

们有关于时间的某种对称性. 这种物理定律对称性与物理量守恒定律的对应关

系是由Emmy Nöther1于1918年首先发现的, 并被称之为“Nöther定理”. 简

单而言, Nöther定理就是说对于力学体系的每一个连续对称性, 都有一个守恒

量与之对应. 这样就把寻找守恒量的问题简化成寻找对称性的问题, 后者相对

前者要简单些.

Nöther定理的应用帮助物理学家在物理的任何一般理论中通过分析各种

使得所涉及的定律的形式保持不变的变换而获得深刻的洞察力. 例如: 对于物

理系统关于空间平移的不变性给出了线性动量的守恒律; 对于转动的不变性给

出了角动量的守恒律; 对于时间平移的不变性给出了著名的能量守恒定律等.

下面列出了一些对称性与守恒量的对应关系(仅供参考, 对于不同的方程可能

有不同的物理意义[153]):

1Amalie Emmy Nöther (1882–1935), 音译为“艾米·诺特”, 是一位出生于德国的女数学家.

她在抽象代数和理论物理领域有着杰出贡献, 在环、域和代数的理论方面实现突破性进展; 在

物理上, 她揭示了对称与守恒律之间所存在的基本联系, 即Nöther定理, 这是理论物理的中心结

果之一.

203
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对称性 守恒量

时间平移 能量或Hamiltonian

空间平移 动量或质量

空间旋转 角动量

Galilean变换 (正规化)质心

Lotentz变换 (正规化)能量中心

相移变换 质量、电荷等

如果我们知道某方程有某种对称性, 那么如何来推导其相对应的守恒量呢? 下

面我们先来回顾一下变分的相关概念.

假设𝐼 ⊂ R, 广义坐标q为时间𝑡的函数, 若ℒ : R𝑛q × R𝑛q̇ × 𝐼 ↦→ R关于变
量q̇是光滑凸的, 则称ℒ为Lagrange量. 对满足相关边界条件的𝑞, 定义作用量泛

函为

ℐ[𝑞] =
∫︁ 𝑡1

𝑡0

ℒ(q(𝑡), q̇(𝑡), 𝑡)𝑑𝑡.

Hamilton原理阐明, 如果一个物理系统在两个时间点𝑡0、𝑡1的运动是正确运动,

则作用量泛函ℐ的一次变分𝛿ℐ为零. 假设q(𝑡)是系统的正确运动, 让𝜀(𝑡)成为一

个微扰𝛿q；微扰在轨道两个端点的值是零：

𝜀(𝑡0) = 𝜀(𝑡1)
def
== 0. (7.1.2)

取至𝜀(𝑡)的一阶微扰, 作用量泛函的一次变分为

𝛿ℐ =

∫︁ 𝑡1

𝑡0

[ℒ(q+ 𝜀, q̇+ �̇�)− ℒ(q, q̇)] 𝑑𝑡 =
∫︁ 𝑡1

𝑡0

(︂
𝜀 · 𝜕𝐿

𝜕q
+ �̇� · 𝜕ℒ

𝜕q̇

)︂
𝑑𝑡,

这里, 我们将拉格朗日量ℒ展开至𝜀(𝑡)的一阶微扰. 对最右边项应用分部积分

法, 可得

𝛿ℐ =

[︂
𝜀 · 𝜕ℒ

𝜕q̇

]︂𝑡1
𝑡0

+

∫︁ 𝑡1

𝑡0

(︂
𝜀 · 𝜕ℒ

𝜕q
− 𝜀 · 𝑑

𝑑𝑡

𝜕ℒ
𝜕q̇

)︂
𝑑𝑡.

由边界条件(7.1.2)知第一项为零, 从而必需

𝛿ℐ =

∫︁ 𝑡1

𝑡0

𝜀 ·
(︂
𝜕ℒ
𝜕q

− 𝑑

𝑑𝑡

𝜕ℒ
𝜕q̇

)︂
𝑑𝑡 = 0.

特别注意, 我们没有对广义坐标q做任何要求. 在这里, 我们要求所有的广义坐

标都相互独立, 这样, 我们可以应用变分法基本引理而得到Euler-Lagrange方

程:

𝑑

𝑑𝑡

𝜕ℒ
𝜕q̇

− 𝜕ℒ
𝜕q

= 0, (7.1.3)
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这是由𝑛个关于q(𝑡)的二阶方程组成的方程组.

ℒ的Legendre变换为

ℋ(q(𝑡),p(𝑡), 𝑡) = sup
q̇
[p(𝑡)q̇− ℒ(q(𝑡), q̇(𝑡), 𝑡)].

事实上, 令𝑀(p, q̇) = p(𝑡)q̇− ℒ(q(𝑡), q̇(𝑡), 𝑡), 则为了求关于q̇的极大值必需设

定𝑀(p, q̇) 关于q̇的一阶偏导数为零并且其二阶偏导数小于零(这一点可由ℒ的
凸性保证, 即𝜕2ℒ

𝜕q̇2 > 0), 从而当p(𝑡) = 𝜕ℒ
𝜕q̇ (q(𝑡), q̇(𝑡), 𝑡) 时, 𝑀(p, q̇)达到极大值,

即 ⎧⎨⎩ p(𝑡) =
𝜕ℒ
𝜕q̇

(q(𝑡), q̇(𝑡), 𝑡),

ℋ(q(𝑡),p(𝑡), 𝑡) = p(𝑡)q̇− ℒ(q(𝑡), q̇(𝑡), 𝑡),

这里的ℋ称为Hamilton量. 由第二个方程即得

𝜕ℋ
𝜕q

= −𝜕ℒ
𝜕q

,
𝜕ℋ
𝜕p

= q̇.

由此Euler-Lagrange方程(7.1.3)可以写成⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ṗ = −𝜕ℋ

𝜕q
,

q̇ =
𝜕ℋ
𝜕p

,

(7.1.4)

此方程称为Hamilton方程, 这是一个由2𝑛个关于(p(𝑡),q(𝑡))的一阶方程组成的

方程组. 记u(𝑡) = (p(𝑡),q(𝑡)) ∈ R2𝑛, ℋu = (ℋp,ℋq)以及矩阵

J =

[︃
0 −I
I 0

]︃
,

则(7.1.4)可以写成2

u̇ = Jℋu. (7.1.5)

注意到J2 = −I并且Hamilton方程定义在偶数维空间上, 这表明我们可以将其

推广到复数的情形.

设(𝑥, 𝑦) ∈ R2, 令𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑦, 𝑖2 = −1. 定义𝜕𝑧 = 1
2(𝜕𝑥 −

𝑖𝜕𝑦)和𝜕𝑧 = 1
2(𝜕𝑥 + 𝑖𝜕𝑦). 容易看出𝜕𝑧𝑧 = 𝜕𝑧𝑧 = 1, 𝜕𝑧𝑧 = 𝜕𝑧𝑧 = 0, 即𝑧与𝑧是相

互独立的变量. 令z = q+ 𝑖p, 则由(7.1.4)可得

ż = q̇+ 𝑖ṗ = −𝑖(ℋq + 𝑖ℋp) = −2𝑖ℋz̄.

2注意在计算时, 将行向量u及ℋu写成列向量再进行计算.
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我们来看一个例子, 设𝐼是一时间区间, 𝑢 : R𝑛 × 𝐼 ↦→ C, 𝑢及其导数光滑且在无
穷远处为零, 令Hamilton量为

ℋ = ℋ[𝑢, �̄�] =
1

2

∫︁
R
|∇𝑢|2𝑑𝑥 =

1

2

∫︁
R
∇𝑢∇�̄�𝑑𝑥.

由变分法易得

lim
𝜏→0

ℋ[𝑢, �̄�+ 𝜏𝑣]−ℋ[𝑢, �̄�]

𝜏
=

1

2

∫︁
R
(−Δ𝑢)𝑣𝑑𝑥 =

1

2
⟨−Δ𝑢, 𝑣⟩.

即ℋ�̄�[𝑢, �̄�] = −1
2Δ𝑢, 从而相应的Hamilton方程为

�̇� = −2𝑖ℋ�̄� = 𝑖Δ𝑢,

这恰恰就是线性Schrödinger方程.

现在, 我们来考虑𝑛维非线性Schrödinger方程

𝑖𝑢𝑡 +Δ𝑢 = 𝐹 ′(|𝑢|2)𝑢. (7.1.6)

假设𝑢及其导数光滑且当|𝑥| → ∞时趋于零, 𝐹 ′(·)是一个实值光滑函数, 并记

𝐹 (𝜆) =

∫︁ 𝜆

0
𝐹 ′(𝑠)𝑑𝑠.

定义

ℒ = ℒ(𝑢, �̄�, 𝑢𝑡, �̄�𝑡,∇𝑢,∇�̄�) =
𝑖

2
(�̄�𝑢𝑡 − 𝑢�̄�𝑡)− [|∇𝑢|2 + 𝐹 (|𝑢|2)], (7.1.7)

及作用量泛函

ℐ[𝑢] =
∫︁ 𝑡1

𝑡0

∫︁
R𝑛

ℒ 𝑑𝑥𝑑𝑡, ∀𝑢 ∈ 𝒜 = {某个容许函数集}. (7.1.8)

由变分原理知, 若𝑢为ℐ(·)的光滑临界点, 则𝑢必须满足相应的Euler-Lagrange方

程

𝜕ℒ
𝜕𝑢

− 𝜕

𝜕𝑡

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝑡𝑢)

−
𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝑥𝑗𝑢)

= 0. (7.1.9)

将(7.1.7)代入上式,并取复数共轭即得(7.1.6).

现在, 我们给出Nöther定理的另一表述:
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定定定理理理 7.1.1 (Nöther定理). 若变分问题在一族变换作用下保持不变, 则相

应的Euler-Lagrange方程的解满足一个守恒律.

在此,主要考虑单参数变换族的情形并将Nöther定理应用到非线性Schrödinger方

程(7.1.6). 为了方便, 引进记号𝜉 = (𝑡, 𝑥) = (𝜉0, 𝜉1, · · · , 𝜉𝑛), 𝜕0 = 𝜕𝑡, 𝜕 =

(𝜕𝑡,∇𝑥) = (𝜕0, 𝜕1, · · · , 𝜕𝑛), 及u = (𝑢1, 𝑢2) = (𝑢, �̄�), 并记积分区域为𝒟 :=

[𝑡0, 𝑡1]× R𝑛. 考虑单参数变换群𝑇 𝜀:

𝜉 ↦→ 𝜉(𝜉,u, 𝜀), u ↦→ ũ(𝜉,u, 𝜀), (7.1.10)

其中假设𝜉及ũ关于𝜀可微, 且当𝜀 = 0时该变换退化成恒等变换. 取𝜀无穷小, 记

𝜉 = 𝜉 + 𝛿𝜉, ũ = u+ 𝛿u, (7.1.11)

其中𝛿𝜉和𝛿u都是关于(𝜉,u, 𝜀)的函数, 当𝜀 → 0时, 𝛿𝜉 = 𝑂(𝜀)和𝛿u = 𝑂(𝜀)亦

趋于零, 并且Jacobi行列式𝜕(𝜉0,··· ,𝜉𝑛)
𝜕(𝜉0,··· ,𝜉𝑛) = 1 +

∑︀𝑛
𝑗=0

𝜕(𝛿𝜉)𝑗
𝜕𝜉𝑗

+ 𝑜(𝜀). 经𝑇 𝜀作用后,

u(𝜉)变换为ũ(𝜉), 区域𝒟变为�̃�, 作用量泛函

ℐ[𝑢] =
∫︁
𝒟
ℒ(u, 𝜕u)𝑑𝜉 (7.1.12)

变为

ℐ̃[�̃�] =
∫︁
�̃�
ℒ(ũ, 𝜕ũ)𝑑𝜉 =

∫︁
𝒟
ℒ(ũ, 𝜕ũ)

⎛⎝1 +
𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕(𝛿𝜉)𝑗
𝜕𝜉𝑗

+ 𝑜(𝜀)

⎞⎠ 𝑑𝜉

=

∫︁
𝒟
ℒ(ũ, 𝜕ũ)𝑑𝜉 +

∫︁
𝒟
ℒ(u, 𝜕u)

𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕(𝛿𝜉)𝑗
𝜕𝜉𝑗

𝑑𝜉 + 𝑜(𝜀), (7.1.13)

这里𝜕是关于𝜉的微分, 𝜕是关于𝜉的微分, 上式中的最后两项是用(7.1.7)将其展

开并将𝜀的高阶项归入𝑜(𝜀)中而得到的. 我们只考虑那些使ℐ保持不变的变换.

记

𝛿ℐ :=ℐ̃[�̃�]− ℐ[𝑢]

=

∫︁
𝒟

[︁
ℒ(ũ, 𝜕ũ)− ℒ(u, 𝜕u)

]︁
𝑑𝜉 +

∫︁
𝒟
ℒ(u, 𝜕u)

𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕(𝛿𝜉)𝑗
𝜕𝜉𝑗

𝑑𝜉 + 𝑜(𝜀).

(7.1.14)

其中第一项可写为

ℒ(ũ, 𝜕ũ)− ℒ(u, 𝜕u)
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=

2∑︁
𝑘=1

⎡⎣ 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑘

(�̃�𝑘(𝜉)− 𝑢𝑘(𝜉)) +

𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)

(︁
𝜕𝑗 �̃�𝑘(𝜉)− 𝜕𝑗𝑢𝑘(𝜉)

)︁⎤⎦ . (7.1.15)

记

𝛿�̃�𝑘 ≡ �̃�𝑘(𝜉)− 𝑢𝑘(𝜉) =
𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕𝑗𝑢𝑘(𝛿𝜉)𝑗 + 𝛿𝑢𝑘(𝜉). (7.1.16)

由于

𝜕𝑗 �̃�𝑘(𝜉) =
𝑛∑︁
𝑙=0

𝜕𝑙�̃�𝑘(𝜉)
𝜕𝜉𝑙
𝜕𝜉𝑗

=
𝑛∑︁
𝑙=0

(𝛿𝑗𝑙 +
𝜕(𝛿𝜉)𝑙
𝜕𝜉𝑗

)𝜕𝑙�̃�𝑘(𝜉)

=

(︃
𝜕𝑗 +

𝑛∑︁
𝑙=0

𝜕(𝛿𝜉)𝑙
𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑙

)︃
�̃�𝑘(𝜉), (7.1.17)

故

𝜕𝑗 �̃�𝑘(𝜉)− 𝜕𝑗𝑢𝑘(𝜉) =(𝜕𝑗 − 𝜕𝑗)�̃�𝑘(𝜉) + 𝜕𝑗(�̃�𝑘(𝜉)− 𝑢𝑘(𝜉))

=−
𝑛∑︁
𝑙=0

𝜕(𝛿𝜉)𝑙
𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑙�̃�𝑘(𝜉) + 𝜕𝑗

(︃
𝑛∑︁
𝑙=0

𝜕𝑙𝑢𝑘(𝛿𝜉)𝑙 + 𝛿𝑢𝑘

)︃
.

(7.1.18)

从而有

ℒ(ũ, 𝜕ũ)− ℒ(u, 𝜕u) =
2∑︁

𝑘=1

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑘

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕𝑗𝑢𝑘(𝛿𝜉)𝑗 + 𝛿𝑢𝑘

⎞⎠
+

2∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)

[︃
−

𝑛∑︁
𝑙=0

𝜕(𝛿𝜉)𝑙
𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑙�̃�𝑘(𝜉) + 𝜕𝑗

(︃
𝑛∑︁
𝑙=0

𝜕𝑙𝑢𝑘(𝛿𝜉)𝑙 + 𝛿𝑢𝑘

)︃]︃
.

(7.1.19)

注意到

𝜕

𝜕𝜉𝑗
(ℒ(𝛿𝜉)𝑗) = ℒ𝜕(𝛿𝜉)𝑗

𝜕𝜉𝑗
+

2∑︁
𝑘=1

[︃
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑗𝑢𝑘 +

𝑛∑︁
𝑙=0

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝑙𝑢𝑘)

𝜕2𝑙𝑗𝑢𝑘

]︃
(𝛿𝜉)𝑗 , (7.1.20)

和

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)

𝜕𝑗𝛿𝑢𝑘 =
𝜕

𝜕𝜉𝑗

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)
𝛿𝑢𝑘

)︂
− 𝜕

𝜕𝜉𝑗

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)

)︂
𝛿𝑢𝑘, (7.1.21)
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容易得到

ℒ(ũ, 𝜕ũ)− ℒ(u, 𝜕u) =
𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕

𝜕𝜉𝑗
(ℒ(𝛿𝜉)𝑗)−

𝑛∑︁
𝑗=0

ℒ𝜕(𝛿𝜉)𝑗
𝜕𝜉𝑗

+
2∑︁

𝑘=1

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑘

𝛿𝑢𝑘

+

2∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑗=0

[︂
𝜕

𝜕𝜉𝑗

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)
𝛿𝑢𝑘

)︂
− 𝜕

𝜕𝜉𝑗

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)

)︂
𝛿𝑢𝑘

]︂

−
2∑︁

𝑘=1

𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)

𝑛∑︁
𝑙=0

𝜕(𝛿𝜉)𝑙
𝜕𝜉𝑗

(𝜕𝑙�̃�𝑘(𝜉)− 𝜕𝑙𝑢𝑘). (7.1.22)

从而有

𝛿ℐ =

∫︁
𝒟

2∑︁
𝑘=1

⎡⎣ 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑘

−
𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕

𝜕𝜉𝑗

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)

)︂⎤⎦ 𝛿𝑢𝑘𝑑𝜉
+

∫︁
𝒟

𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕

𝜕𝜉𝑗

(︃
ℒ(𝛿𝜉)𝑗 +

2∑︁
𝑘=1

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)

𝛿𝑢𝑘

)︃
𝑑𝜉 + 𝑜(𝜀). (7.1.23)

由(7.1.9)可得

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑘

−
𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕

𝜕𝜉𝑗

(︂
𝜕ℒ

𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)

)︂
= 0, 𝑘 = 1, 2. (7.1.24)

由𝒟的任意性, 要想ℐ在无穷小变换𝑇 𝜀作用下保持不变, 则必有下面的结果.

定定定理理理 7.1.2. 令𝜉 = (𝑡, 𝑥1, · · · , 𝑥𝑛), u = (𝑢1, 𝑢2). 若作用量泛函(7.1.12)在

无穷小变换𝑇 𝜀: 𝜉 ↦→ 𝜉(𝜉,u, 𝜀), u ↦→ ũ(𝜉,u, 𝜀)作用下保持不变, 则以下守恒律

成立:

𝑛∑︁
𝑗=0

𝜕

𝜕𝜉𝑗

(︃
ℒ(𝛿𝜉)𝑗 +

2∑︁
𝑘=1

𝜕ℒ
𝜕(𝜕𝑗𝑢𝑘)

𝛿𝑢𝑘

)︃
= 0, (7.1.25)

其中𝛿𝑢𝑘(𝜉) = �̃�𝑘(𝜉)− 𝑢𝑘(𝜉)−∇𝜉𝑢𝑘 · 𝛿𝜉.

对空间变量积分可以得到以下结论.

定定定理理理 7.1.3. 若作用量泛函(7.1.12)在无穷小变换

𝑡 ↦→ 𝑡 = 𝑡+ 𝛿𝑡(𝑡, 𝑥, 𝑢), (7.1.26)

𝑥 ↦→ �̃� = 𝑥+ 𝛿𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑢), (7.1.27)
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𝑢(𝑡, 𝑥) ↦→ �̃�(𝑡, �̃�) = 𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝛿𝑢(𝑡, 𝑥) (7.1.28)

作用下保持不变, 则∫︁
R𝑛

[︂
𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡

(𝑢𝑡𝛿𝑡+∇𝑢 · 𝛿𝑥− 𝛿𝑢) +
𝜕ℒ
𝜕�̄�𝑡

(�̄�𝑡𝛿𝑡+∇�̄� · 𝛿𝑥− 𝛿�̄�)− ℒ𝛿𝑡
]︂
𝑑𝑥

为守恒量. 对于非线性Schrödinger方程而言, 𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡

= 𝑖
2 �̄�,

𝜕ℒ
𝜕𝑢𝑡

= − 𝑖
2𝑢, 从而∫︁

R𝑛

[︂
𝑖

2
�̄�(𝑢𝑡𝛿𝑡+∇𝑢 · 𝛿𝑥− 𝛿𝑢)− 𝑖

2
𝑢(�̄�𝑡𝛿𝑡+∇�̄� · 𝛿𝑥− 𝛿�̄�)− ℒ𝛿𝑡

]︂
𝑑𝑥 (7.1.29)

守恒.

S7.1.2 不不不变变变量量量与与与守守守恒恒恒律律律

本小节考虑非线性Schrödinger方程满足的一些不变量及其相应的守恒律.

(i) 相移变换: �̃� = 𝑒𝑖𝜀𝑢, 对于无穷小量𝜀有𝛿𝑢 = 𝑖𝜀𝑢, 𝛿𝑡 = 0, 𝛿𝑥 = 0.

由(7.1.29)即得质量守恒(或称电荷守恒, 或𝐿2-范数守恒)

𝑁(𝑡) :=

∫︁
R𝑛

|𝑢(𝑡, 𝑥)|2𝑑𝑥 =常数. (7.1.30)

(ii) 时间平移变换: 𝑡 ↦→ 𝑡 + 𝛿𝑡, 𝛿𝑥 = 0, 𝛿𝑢 = 𝛿�̄� = 0, 其中𝛿𝑡为一不依赖

于(𝑡, 𝑥, 𝑢, �̄�)的无穷小量. 由(7.1.29)及(7.1.7)可得能量守恒

𝐻(𝑡) :=

∫︁
R𝑛

|∇𝑢(𝑡, 𝑥)|2 + 𝐹 (|𝑢(𝑡, 𝑥)|2)𝑑𝑥 =常数. (7.1.31)

(iii) 空间平移变换: 𝑥 ↦→ 𝑥 + 𝛿𝑥, 𝛿𝑡 = 𝛿𝑢 = 𝛿�̄� = 0, 其中𝛿𝑥为一不依赖

于(𝑡, 𝑥, 𝑢, �̄�)的无穷小向量. 由(7.1.29)即得动量守恒

𝑃 (𝑡) := 𝑖

∫︁
R𝑛

(𝑢(𝑡, 𝑥)∇�̄�(𝑡, 𝑥)− �̄�(𝑡, 𝑥)∇𝑢(𝑡, 𝑥))𝑑𝑥 =常向量. (7.1.32)

(iv) Galilean变换:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 ↦→ �̃� = 𝑥− �⃗�𝑡,

𝑡 ↦→ 𝑡 = 𝑡,

𝑢 ↦→ �̃�(𝑡, �̃�) = 𝑒−𝑖[
1
2
�⃗�·�̃�+ 1

4
|⃗𝑐|2𝑡]𝑢(𝑡, �̃�+ �⃗�𝑡),

(7.1.33)

即对无穷小速度�⃗�, 有

𝛿𝑡 = 0, 𝛿𝑥 = −�⃗�𝑡, 𝛿𝑢 = − 𝑖

2
�⃗� · 𝑥𝑢(𝑡, 𝑥).
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由(7.1.29)即得正规化质心守恒∫︁
R𝑛

𝑥|𝑢(𝑡, 𝑥)|2𝑑𝑥− 𝑡𝑃 (𝑡) =常向量. (7.1.34)

(v) 伪共形变换:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥 ↦→ �̃� =
𝑥

ℓ(𝑡)
,

𝑡 ↦→ 𝑡 =

∫︁ 𝑡

0

1

ℓ2(𝜏)
𝑑𝜏,

𝑢 ↦→ �̃�(𝑡, �̃�) = ℓ𝑛/2𝑢(𝑡, 𝑥) exp(−𝑖ℓ𝑡
ℓ

|𝑥|2

4
).

(7.1.35)

假设ℓ𝑡𝑡 = 0且𝐹 ′(|�̃�|2) = ℓ2𝐹 ′(|𝑢|2), 则该伪共形变换保持方程不变. 取𝜀 ∈
(0, 1/|𝑡|)为一无穷小量, ℓ(𝑡) = 1 − 𝜀𝑡, 则𝛿𝑥 = 𝜀𝑡𝑥, 𝛿𝑡 = 𝜀𝑡2, 𝛿𝑢 = 𝜀(−𝑛

2 𝑡 +
𝑖
4 |𝑥|

2)𝑢. 由(7.1.29)即得伪共形守恒律∫︁
R𝑛

[︀
|𝑥𝑢+ 2𝑖𝑡∇𝑢|2 + 4𝑡2𝐹 (|𝑢|2)

]︀
𝑑𝑥 =常数. (7.1.36)

注注注记记记7.1.4. 1) 实际上, 𝑥 + 2𝑖𝑡∇是Galilean算子, 它与𝑖𝜕𝑡 + Δ是可交换

的. 定义𝐽(𝑡) = 𝑥 + 2𝑖𝑡∇, 𝑀(𝑡) = 𝑒
|𝑥|2
4i𝑡 , 则𝐽(𝑡)与Schrödinger半群𝑆(𝑡) =

𝑒i𝑡Δ及𝑀(𝑡)之间有下面的关系:

𝐽(𝑡) = 𝑆(−𝑡)𝑥𝑆(𝑡), 𝐽(𝑡)𝑢 = 2𝑖𝑡𝑀(−𝑡)∇(𝑀(𝑡)𝑢).

2) 对于一般的非线性项𝐹 ′(|𝑢|2)𝑢, 可以通过对(7.1.36)关于时间𝑡求导而得

到, 即有

𝑑

𝑑𝑡

∫︁
R𝑛

[︀
|𝑥𝑢+ 2𝑖𝑡∇𝑢|2 + 4𝑡2𝐹 (|𝑢|2)

]︀
𝑑𝑥

=4𝑡

∫︁
R𝑛

[︀
(𝑛+ 2)𝐹 (|𝑢|2)− 𝑛𝐹 ′(|𝑢|2)|𝑢|2

]︀
𝑑𝑥, (7.1.37)

亦即对解存在的时间区间中的任意时刻𝑡, 均有下面的伪共形守恒律成立∫︁
R𝑛

[︀
|𝑥𝑢+ 2𝑖𝑡∇𝑢|2 + 4𝑡2𝐹 (|𝑢|2)

]︀
𝑑𝑥

=

∫︁
R𝑛

|𝑥𝑢(0, 𝑥)|2𝑑𝑥+ 4

∫︁ 𝑡

0
𝜏

∫︁
R𝑛

[︀
(𝑛+ 2)𝐹 (|𝑢|2)− 𝑛𝐹 ′(|𝑢|2)|𝑢|2

]︀
𝑑𝑥𝑑𝜏.

(7.1.38)
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S7.1.3 Virial等等等式式式及及及Morawetz估估估计计计

在上一小节的守恒律中出现了|𝑢|2, 𝑥|𝑢|2, |𝑥|2|𝑢|2, · · · , 这会不会有某种
规律可循呢, 如果将|𝑢|2前的系数换成一般函数会产生什么结果? 会不会得到

一些其他的守恒律或估计式呢? 为此, 令𝑎(𝑡, 𝑥)为R1+𝑛上的任意一个实值函数,

定义相应于𝑎的Virial位势𝑉𝑎(𝑡)和Morawetz作用量𝑀𝑎(𝑡)分别为

𝑉𝑎(𝑡) :=

∫︁
R𝑛

𝑎(𝑡, 𝑥)|𝑢(𝑡, 𝑥)|2𝑑𝑥, 𝑀𝑎(𝑡) := 𝜕𝑡𝑉𝑎(𝑡).

为了方便, 记𝐺(|𝑢|2) = 𝐹 ′(|𝑢|2)|𝑢|2 − 𝐹 (|𝑢|2). 由方程(7.1.6)及分部积分可得

𝑀𝑎(𝑡) = 𝜕𝑡𝑉𝑎(𝑡) =

∫︁
R𝑛

[︀
𝑎𝑡|𝑢|2 + 2Im(�̄�∇𝑎 · ∇𝑢)

]︀
𝑑𝑥, (7.1.39)

𝜕𝑡𝑀𝑎(𝑡) = 𝜕𝑡𝑡𝑉𝑎(𝑡) =

∫︁
R𝑛

(𝑎𝑡𝑡 −Δ2𝑎)|𝑢|2𝑑𝑥

+ 4

∫︁
R𝑛

Im(�̄�∇𝑎𝑡 · ∇𝑢)𝑑𝑥

+ 4

∫︁
R𝑛

𝑛∑︁
𝑗, 𝑘=1

𝑎𝑗𝑘Re(𝑢𝑘�̄�𝑗)𝑑𝑥

+ 2

∫︁
R𝑛

Δ𝑎𝐺(|𝑢|2)𝑑𝑥. (7.1.40)

当𝑎不依赖于𝑡时, 即𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑥)时有

𝜕𝑡𝑡𝑉𝑎(𝑡) =−
∫︁
R𝑛

Δ2𝑎|𝑢|2𝑑𝑥+ 4

∫︁
R𝑛

𝑛∑︁
𝑗, 𝑘=1

𝑎𝑗𝑘Re(𝑢𝑘�̄�𝑗)𝑑𝑥

+ 2

∫︁
R𝑛

Δ𝑎𝐺(|𝑢|2)𝑑𝑥. (7.1.41)

注意到当𝑎依赖于时间𝑡时, 即𝑎(𝑡, 𝑥) ̸= 𝑎(𝑥), 对任意正值函数𝑄 = 𝑄(𝑡, 𝑥)有

4Im(�̄�∇𝑎𝑡 · ∇𝑢) = |𝑄−1(∇𝑎𝑡)𝑢− 2𝑖𝑄∇𝑢|2 −𝑄−2|∇𝑎𝑡|2|𝑢|2 − 4𝑄2|∇𝑢|2.

故此时有

𝜕𝑡𝑡𝑉𝑎(𝑡) =

∫︁
R𝑛

(𝑎𝑡𝑡 −Δ2𝑎−𝑄−2|∇𝑎𝑡|2)|𝑢|2𝑑𝑥

+

∫︁
R𝑛

|𝑄−1(∇𝑎𝑡)𝑢− 2𝑖𝑄∇𝑢|2𝑑𝑥

+ 4

∫︁
R𝑛

𝑛∑︁
𝑗, 𝑘=1

(𝑎𝑗𝑘 −𝑄2𝛿𝑗𝑘)Re(𝑢𝑘�̄�𝑗)𝑑𝑥
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+ 2

∫︁
R𝑛

Δ𝑎𝐺(|𝑢|2)𝑑𝑥. (7.1.42)

从而问题就转变成了选函数𝑄和𝑎使得上式有尽可能多的非负项. 下面我们来

看一些具体的例子.

例例例7.1.5 (Virial等式). 取𝑎(𝑡, 𝑥) = |𝑥|2, 则𝑎𝑗𝑘 = 2𝛿𝑗𝑘, Δ2𝑎 = 0, 代

入(7.1.41)即有Virial等式

𝜕𝑡𝑡

∫︁
R𝑛

|𝑥|2|𝑢|2𝑑𝑥 = 8𝑛

∫︁
R𝑛

|∇𝑢|2𝑑𝑥+ 4𝑛

∫︁
R𝑛

𝐺(|𝑢|2)𝑑𝑥.

对幂函数非线性项, 如非聚焦情形𝐹 (|𝑢|2) = 2
𝑝+1 |𝑢|

𝑝+1, 即𝐺(|𝑢|2) = 𝑝−1
𝑝+1 |𝑢|

𝑝+1,

表示
∫︀
R𝑛 |𝑥|2|𝑢|2𝑑𝑥的凸性可由能量来控制(其中𝑝 > 1); 而对聚焦情形𝐹 (|𝑢|2) =

− 2
𝑝+1 |𝑢|

𝑝+1, 即𝐺(|𝑢|2) = −𝑝−1
𝑝+1 |𝑢|

𝑝+1, 表示𝜕𝑡𝑡
∫︀
R𝑛 |𝑥|2|𝑢|2𝑑𝑥的上界可由能量来

控制(其中𝑝 > 1 + 4
𝑛), 若能量为负值且

∫︀
R𝑛 |𝑥|2|𝑢|2𝑑𝑥有限, 则方程的解在有限

时间必发生爆破.

例例例7.1.6 (Morawetz估计). 取𝑎(𝑡, 𝑥) = |𝑥|, 令𝑛 > 1, 则∇𝑎 = 𝑥
|𝑥| , 𝑎𝑗𝑘 =

𝛿𝑗𝑘
|𝑥| −

𝑥𝑗𝑥𝑘
|𝑥|3 , Δ𝑎 = 𝑛−1

|𝑥| , 代入(7.1.39)和(7.1.41)可得

𝑀𝑎(𝑡) =2

∫︁
R𝑛

Im(�̄�
𝑥

|𝑥|
· ∇𝑢)𝑑𝑥,

𝜕𝑡𝑀𝑎(𝑡) =− (𝑛− 1)

∫︁
R𝑛

(Δ
1

|𝑥|
)|𝑢|2𝑑𝑥+ 4

∫︁
R𝑛

|∇/0𝑢|2

|𝑥|
𝑑𝑥

+ 2(𝑛− 1)

∫︁
R𝑛

𝐺(|𝑢|2)
|𝑥|

𝑑𝑥,

其中

|∇/𝑦𝑢|2 := |∇𝑢|2 − | 𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|
· ∇𝑢|2.

在三维情形𝑛 = 3, 有Δ( 1
|𝑥|) = −4𝜋𝛿, 故

𝜕𝑡𝑀𝑎(𝑡) =8𝜋|𝑢(𝑡, 0)|2 + 4

∫︁
R3

|∇/0𝑢|2 +𝐺(|𝑢|2)
|𝑥|

𝑑𝑥,

关于时间𝑡在[𝑇*, 𝑇
*]上积分可得下列Morawetz等式

2

∫︁ 𝑇 *

𝑇*

∫︁
R3

|∇/0𝑢|2 +𝐺(|𝑢|2)
|𝑥|

𝑑𝑥𝑑𝑡+ 4𝜋

∫︁ 𝑇 *

𝑇*

|𝑢(𝑡, 0)|2𝑑𝑡
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=

∫︁
R3

Im(�̄�(𝑇 *, 𝑥)
𝑥

|𝑥|
· ∇𝑢(𝑇 *, 𝑥))𝑑𝑥−

∫︁
R3

Im(�̄�(𝑇*, 𝑥)
𝑥

|𝑥|
· ∇𝑢(𝑇*, 𝑥))𝑑𝑥.

对三维非聚焦情形, 即有下列Morawetz估计∫︁ 𝑇 *

𝑇*

∫︁
R3

|∇/0𝑢|2 +𝐺(|𝑢|2)
|𝑥|

𝑑𝑥𝑑𝑡+ 2𝜋

∫︁ 𝑇 *

𝑇*

|𝑢(𝑡, 0)|2𝑑𝑡

. sup
𝑇*6𝑡6𝑇 *

‖𝑢(𝑡)‖2
�̇�1/2 . (7.1.43)

此种估计对散射理论的证明起着重要作用.

对于更高维(𝑛 > 4)非聚焦情形, −Δ( 1
|𝑥|) = (𝑛−3)

|𝑥|3 > 0, 从而有类似

的Morawetz估计

(𝑛− 1)(𝑛− 3)

∫︁ 𝑇 *

𝑇*

∫︁
R𝑛

|𝑢|2

|𝑥|3
𝑑𝑥𝑑𝑡+ 4

∫︁ 𝑇 *

𝑇*

∫︁
R𝑛

|∇/0𝑢|2

|𝑥|
𝑑𝑥𝑑𝑡

+ 2(𝑛− 1)

∫︁ 𝑇 *

𝑇*

∫︁
R𝑛

𝐺(|𝑢|2)
|𝑥|

𝑑𝑥𝑑𝑡

. sup
𝑇*6𝑡6𝑇 *

‖𝑢(𝑡)‖2
�̇�1/2 . (7.1.44)

另外, 对于低维𝑛 = 1, 2的情形就没有这么简单的结果了, 与高维情形相

比要复杂得多.

例例例7.1.7 (Nakanishi-Morawetz估计). 取𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝜆 := |(𝑡, 𝑥)| =
√︀
𝑡2 + |𝑥|2,

则

𝑎𝑡 =
𝑡

𝜆
, 𝑎𝑗 =

𝑥𝑗
𝜆
, 𝑎𝑡𝑗 = − 𝑡𝑥𝑗

𝜆3
, 𝑎𝑡𝑡 =

|𝑥|2

𝜆3
,

𝑎𝑗𝑘 =
𝛿𝑗𝑘𝑡

2

𝜆3
+
𝛿𝑗𝑘|𝑥|2 − 𝑥𝑗𝑥𝑘

𝜆3
, Δ𝑎 =

𝑛

𝜆
− |𝑥|2

𝜆3
=
𝑛− 1

𝜆
+
𝑡2

𝜆3
.

将它们代入(7.1.39)和(7.1.42)可得

𝑀𝑎(𝑡) =

∫︁
R𝑛

[︂
𝑡

𝜆
|𝑢|2 + 2Im(�̄�

𝑥

𝜆
· ∇𝑢)

]︂
𝑑𝑥,

𝜕𝑡𝑀𝑎(𝑡) =

∫︁
R𝑛

(
|𝑥|2

𝜆3
−Δ2𝑎− 𝑡2|𝑥|2

𝜆6𝑄2
)|𝑢|2𝑑𝑥

+

∫︁
R𝑛

| − 𝑡𝑥

𝑄𝜆3
𝑢− 2𝑖𝑄∇𝑢|2𝑑𝑥

+ 4

∫︁
R𝑛

(
𝑡2

𝜆3
−𝑄2)|∇𝑢|2 + |∇/0𝑢|2|𝑥|2

𝜆3
𝑑𝑥
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+ 2

∫︁
R𝑛

Δ𝑎𝐺(|𝑢|2)𝑑𝑥.

取𝑄2 := 𝑡2

𝜆3
, 则会消去一些项, 上式可以简化为

𝜕𝑡𝑀𝑎(𝑡) =−
∫︁
R𝑛

Δ2𝑎|𝑢|2𝑑𝑥+

∫︁
R𝑛

|𝑥𝑢+ 2𝑖𝑡∇𝑢|2

𝜆3
𝑑𝑥+ 4

∫︁
R𝑛

|∇/0𝑢|2|𝑥|2

𝜆3
𝑑𝑥

+ 2

∫︁
R𝑛

(
𝑛− 1

𝜆
+
𝑡2

𝜆3
)𝐺(|𝑢|2)𝑑𝑥.

注意到Δ2𝑎 = 𝑂(𝜆−3), 故对于𝐺(|𝑢|2) > 0的情形有∫︁
R𝑛

|𝑥𝑢+ 2𝑖𝑡∇𝑢|2

𝜆3
𝑑𝑥+ 4

∫︁
R𝑛

|∇/0𝑢|2|𝑥|2

𝜆3
𝑑𝑥

+ 2

∫︁
R𝑛

𝑡2𝐺(|𝑢|2)
𝜆3

𝑑𝑥

.𝜕𝑡𝑀𝑎(𝑡) +

∫︁
R𝑛

𝑂(𝜆−3)|𝑢|2𝑑𝑥.

关于时间𝑡在(1, 𝑇 ]([−𝑇,−1)的情况可类似处理)上积分可得∫︁ 𝑇

1

∫︁
R𝑛

|𝑥𝑢+ 2𝑖𝑡∇𝑢|2

𝜆3
𝑑𝑥𝑑𝑡+ 4

∫︁ 𝑇

1

∫︁
R𝑛

|∇/0𝑢|2|𝑥|2

𝜆3
𝑑𝑥𝑑𝑡

+ 2

∫︁ 𝑇

1

∫︁
R𝑛

𝑡2𝐺(|𝑢|2)
𝜆3

𝑑𝑥𝑑𝑡

.𝑀𝑎(𝑇 )−𝑀𝑎(1) +

∫︁ 𝑇

1

∫︁
R𝑛

𝑂(𝜆−3)|𝑢|2𝑑𝑥𝑑𝑡

.𝐶(𝐸(0), 𝑁(0)) +

∫︁ 𝑇

1

∫︁
R𝑛

𝑂(𝜆−3)|𝑢|2𝑑𝑥𝑑𝑡,

其中𝐻(𝑡), 𝑁(𝑡)分别为前面定义的能量和𝐿2范数. 当|𝑡| > 1时有∫︁
|𝑡|>1

∫︁
R𝑛

|𝑢|2

𝜆3
𝑑𝑥𝑑𝑡 .

∫︁
|𝑡|>1

∫︁
R𝑛

|𝑢|2

|𝑡|3
𝑑𝑥𝑑𝑡 . 𝑁(0).

令𝑇 → ∞, 有∫︁
|𝑡|>1

∫︁
R𝑛

|𝑥𝑢+ 2𝑖𝑡∇𝑢|2

𝜆3
𝑑𝑥𝑑𝑡+ 4

∫︁
|𝑡|>1

∫︁
R𝑛

|∇/0𝑢|2|𝑥|2

𝜆3
𝑑𝑥𝑑𝑡

+ 2

∫︁
|𝑡|>1

∫︁
R𝑛

𝑡2𝐺(|𝑢|2)
𝜆3

𝑑𝑥𝑑𝑡

.𝐶(𝐸(0), 𝑁(0)).
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特别地, 若𝐹 (|𝑢|2) = 2
𝑝+1 |𝑢|

𝑝+1, 且当𝑛 = 1, 2时𝑝 ∈ (1,∞), 当𝑛 > 3时𝑝 ∈
(1, 1 + 4

𝑛−2), 则𝐹
′(|𝑢|2)|𝑢|2 − 𝐹 (|𝑢|2) = 𝑝−1

𝑝+1 |𝑢|
𝑝+1. 由上面的估计即得∫︁

|𝑡|>1

∫︁
R𝑛

𝑡2|𝑢|𝑝+1

|(𝑡, 𝑥)|3
𝑑𝑥𝑑𝑡 . 𝐶(𝐸(0), 𝑁(0)). (7.1.45)

对于|𝑡| 6 1的部分, 我们分两种情况进行考虑. 对|𝑥| > 1的情形, 有∫︁∫︁
|𝑡|61
|𝑥|>1

𝑡2|𝑢|𝑝+1

|(𝑡, 𝑥)|3
𝑑𝑥𝑑𝑡 .

∫︁∫︁
|𝑡|61
|𝑥|>1

|𝑢|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡 . 𝐶(𝐸(0), 𝑁(0)). (7.1.46)

对|𝑥| 6 1的情形, 有∫︁∫︁
|𝑡|61
|𝑥|61

𝑡2|𝑢|𝑝+1

|(𝑡, 𝑥)|3
𝑑𝑥𝑑𝑡 .

∫︁∫︁
|𝑡|61
|𝑥|61

|𝑢|𝑝+1

|(𝑡, 𝑥)|
𝑑𝑥𝑑𝑡 .

∫︁∫︁
|𝑡|61
|𝑥|61

|𝑢|𝑝+1

|𝑡|1−(𝑝+1)𝜀|𝑥|(𝑝+1)𝜀
𝑑𝑥𝑑𝑡

.
∫︁
|𝑡|61

‖|𝑥|−𝜀𝑢‖𝑝+1
𝐿𝑝+1(|𝑥|61)

|𝑡|1−(𝑝+1)𝜀
𝑑𝑡 .

∫︁ 1

−1

1

|𝑡|1−(𝑝+1)𝜀
‖𝑢‖𝑝+1

𝐻1(|𝑥|61)𝑑𝑡

.𝐶(𝐸(0), 𝑁(0)). (7.1.47)

这里, 我们用到了下面的Hardy不等式

‖|𝑥|−𝜀𝑢‖𝐿𝑞(|𝑥|61) 6 𝐶‖𝑢‖𝐻1 , ∀2 6 𝑞 < 2*. (7.1.48)

其中2* :=

{︃
2𝑛/(𝑛− 2), 𝑛 > 3,

∞, 𝑛 6 2,
0 < 𝜀 <

{︃
𝑛/𝑞 − 𝑛/2*, 𝑛 ̸= 2,

𝑛/2𝑞, 𝑛 = 2.
事实上,

对于𝑛 ̸= 2的情形, 由Hölder不等式可得

‖|𝑥|−𝜀𝑢‖𝐿𝑞(|𝑥|61) 6‖|𝑥|−𝜀‖𝐿𝑞2*/(2*−𝑞)(|𝑥|61)‖𝑢‖𝐿2* (|𝑥|61))

6𝐶

(︂∫︁ 1

0
𝑟
−𝜀 𝑞2*

2*−𝑞
+𝑛−1

𝑑𝑟

)︂ 2*−𝑞
𝑞2*

‖𝑢‖𝐿2* (|𝑥|61))

6𝐶‖𝑢‖𝐻1 .

对于𝑛 = 2的情形, 由Hölder不等式可得

‖|𝑥|−𝜀𝑢‖𝐿𝑞(|𝑥|61) 6‖|𝑥|−𝜀‖𝐿2𝑞(|𝑥|61)‖𝑢‖𝐿2𝑞(|𝑥|61))

6𝐶

(︂∫︁ 1

0
𝑟−2𝑞𝜀+𝑛−1𝑑𝑟

)︂1/2𝑞

‖𝑢‖𝐿2𝑞(|𝑥|61))

6𝐶‖𝑢‖𝐻1 .

由(7.1.45), (7.1.45)及(7.1.45)可得Nakanishi-Morawetz估计∫︁
R1+𝑛

𝑡2|𝑢|𝑝+1

|(𝑡, 𝑥)|3
𝑑𝑥𝑑𝑡 . 𝐶(𝐸(0), 𝑁(0)), ∀𝑛 ∈ N. (7.1.49)
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S7.1.4 Morawetz相相相互互互作作作用用用估估估计计计

令𝑎(𝑥)为R𝑛上任一实值函数,相应于𝑎的Virial相互作用位势𝑉 𝑎(𝑡)和Morawetz相

互作用量𝑀𝑎(𝑡)分别定义为

𝑉 𝑎(𝑡) :=

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

𝑎(𝑥− 𝑦)|𝑢(𝑡, 𝑥)|2|𝑢(𝑡, 𝑦)|2𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑀𝑎(𝑡) := 𝜕𝑡𝑉
𝑎(𝑡).

由方程(7.1.6)及分部积分可得

𝑀𝑎(𝑡) = 2

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

∇𝑎(𝑥− 𝑦) ·
[︁
Im(∇𝑢(𝑡, 𝑥)�̄�(𝑡, 𝑥))|𝑢(𝑡, 𝑦)|2

− Im(∇𝑢(𝑡, 𝑦)�̄�(𝑡, 𝑦))|𝑢(𝑡, 𝑥)|2
]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦, (7.1.50)

𝜕𝑡𝑀𝑎(𝑡)

=− 2

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

Δ2𝑎(𝑥− 𝑦)|𝑢(𝑡, 𝑥)|2|𝑢(𝑡, 𝑦)|2𝑑𝑥𝑑𝑦

+ 2

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

Δ𝑎(𝑥− 𝑦)[𝐺(|𝑢(𝑡, 𝑥)|2)|𝑢(𝑡, 𝑦)|2 +𝐺(|𝑢(𝑡, 𝑦)|2)|𝑢(𝑡, 𝑥)|2]𝑑𝑥𝑑𝑦

+ 4

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

𝑛∑︁
𝑗, 𝑘=1

𝑎𝑗𝑘(𝑥− 𝑦)
[︁
Re(𝑢𝑘(𝑡, 𝑥)�̄�𝑗(𝑡, 𝑥))|𝑢(𝑡, 𝑦)|2

+Re(𝑢𝑘(𝑡, 𝑦)�̄�𝑗(𝑡, 𝑦))|𝑢(𝑡, 𝑥)|2

− Im(𝑢𝑘(𝑡, 𝑦)�̄�(𝑡, 𝑦))Im(𝑢𝑗(𝑡, 𝑥)�̄�(𝑡, 𝑥))

− Im(𝑢𝑘(𝑡, 𝑥)�̄�(𝑡, 𝑥))Im(𝑢𝑗(𝑡, 𝑦)�̄�(𝑡, 𝑦))
]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦. (7.1.51)

令

𝐴𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦) := 𝑢(𝑡, 𝑥)�̄�𝑗(𝑡, 𝑦) + 𝑢𝑗(𝑡, 𝑥)�̄�(𝑡, 𝑦),

𝐵𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦) := 𝑢(𝑡, 𝑥)𝑢𝑗(𝑡, 𝑦) + 𝑢𝑗(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡, 𝑦),

则可简化上式中的最后一个积分, 因𝑎𝑗𝑘 = 𝑎𝑘𝑗 , 故必要时可以交换𝑘与𝑗, 即可

简化为

2

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

𝑛∑︁
𝑗, 𝑘=1

𝑎𝑗𝑘(𝑥− 𝑦)[𝐴𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝐴𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑦) +𝐵𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝐵𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑦)]𝑑𝑥𝑑𝑦.

为方便, 记上式为𝐼. 若取𝑎为径向函数, 即𝑎(𝑥) = 𝑎(|𝑥|), 则𝑎𝑗𝑘(𝑥) = 𝑎′(|𝑥|)
|𝑥| 𝛿𝑗𝑘 +

(𝑎′′(|𝑥|)− 𝑎′(|𝑥|)
|𝑥| )𝑥𝑘|𝑥|

𝑥𝑗
|𝑥| . 从而利用Cauchy-Schwartz不等式可得

𝐼 =2

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

𝑎′(|𝑥− 𝑦|)
|𝑥− 𝑦|

𝑛∑︁
𝑗=1

[|𝐴𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦)|2 + |𝐵𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦)|2]𝑑𝑥𝑑𝑦
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+ 2

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

(𝑎′′(|𝑥− 𝑦|)− 𝑎′(|𝑥− 𝑦|)
|𝑥− 𝑦|

)
[︁⃒⃒⃒ 𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗 − 𝑦𝑗
|𝑥− 𝑦|

𝐴𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦)
⃒⃒⃒2

+
⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗 − 𝑦𝑗
|𝑥− 𝑦|

𝐵𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦)
⃒⃒⃒2]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦

>2
∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

𝑎′′(|𝑥− 𝑦|)
[︁⃒⃒⃒ 𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗 − 𝑦𝑗
|𝑥− 𝑦|

𝐴𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦)
⃒⃒⃒2

+
⃒⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗 − 𝑦𝑗
|𝑥− 𝑦|

𝐵𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑦)
⃒⃒⃒2]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦.

由上式看出, 若对𝜆 > 0有𝑎′′(𝜆) > 0, 则𝐼 > 0. 故由(7.1.51)和(7.1.50)即得

定定定理理理 7.1.8 (Morawetz相互作用估计). 设𝑎(𝑥)为实值径向凸函数, 𝑢(𝑡, 𝑥)

为方程(7.1.6) 的一个解, 则有∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

(−Δ2𝑎(𝑥− 𝑦))|𝑢(𝑡, 𝑥)|2|𝑢(𝑡, 𝑦)|2𝑑𝑥𝑑𝑦

+

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

Δ𝑎(𝑥− 𝑦)[𝐺(|𝑢(𝑡, 𝑥)|2)|𝑢(𝑡, 𝑦)|2 +𝐺(|𝑢(𝑡, 𝑦)|2)|𝑢(𝑡, 𝑥)|2]𝑑𝑥𝑑𝑦

6
1

2
𝜕𝑡𝑀𝑎(𝑡), (7.1.52)

其中𝑀𝑎(𝑡)如(7.1.50)中所定义.

下面来看一个三维情形的例子.

例例例7.1.9 (三维NLS方程的Morawetz相互作用估计). 令𝑛 = 3, 𝑎(𝑥) = |𝑥|,
则∇𝑎 = 𝑥

|𝑥| , Δ𝑎 = 2
|𝑥| > 0, −Δ2𝑎 = 8𝜋𝛿(𝑥). 由(7.1.52)可得

8𝜋

∫︁ 𝑇 *

𝑇*

∫︁
R3

|𝑢(𝑡, 𝑥)|4𝑑𝑥𝑑𝑡

+ 2

∫︁ 𝑇 *

𝑇*

∫︁
R3

∫︁
R3

𝐺(|𝑢(𝑡, 𝑥)|2)|𝑢(𝑡, 𝑦)|2 +𝐺(|𝑢(𝑡, 𝑦)|2)|𝑢(𝑡, 𝑥)|2

|𝑥− 𝑦|
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡

6
1

2
(𝑀𝑎(𝑇

*)−𝑀𝑎(𝑇*))

=

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

[︁
Im(

𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|
· ∇𝑢(𝑇 *, 𝑥)�̄�(𝑇 *, 𝑥))|𝑢(𝑇 *, 𝑦)|2

− Im(
𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|
· ∇𝑢(𝑇 *, 𝑦)�̄�(𝑇 *, 𝑦))|𝑢(𝑇 *, 𝑥)|2

]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦

−
∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

[︁
Im(

𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|
· ∇𝑢(𝑇*, 𝑥)�̄�(𝑇*, 𝑥))|𝑢(𝑇*, 𝑦)|2



S7.2 次临界非线性Schrödinger方程的散射算子 · 219 ·

− Im(
𝑥− 𝑦

|𝑥− 𝑦|
· ∇𝑢(𝑇*, 𝑦)�̄�(𝑇*, 𝑦))|𝑢(𝑇*, 𝑥)|2

]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦

.𝑁2(0) sup
𝑇*6𝑡6𝑇 *

‖𝑢(𝑡)‖2
�̇�

1
2
. (7.1.53)

S7.2 次次次临临临界界界非非非线线线性性性Schrödinger方方方程程程的的的散散散射射射算算算子子子

S7.2.1 散散散射射射算算算子子子和和和Strichartz估估估计计计

本节中, 我们给出下列非聚焦NLS方程

𝑖𝑢𝑡 +Δ𝑢 = |𝑢|𝑝−1𝑢, 1 + 4/𝑛 < 𝑝 < 1 + 4/(𝑛− 2), 𝑛 > 3, (7.2.1)

的散射算子在能量空间𝐻1中的存在性. 我们先以NLS方程(7.2.1)为例给出散

射算子的定义.

定定定义义义7.2.1. 设𝑋为一Banach空间, 𝑆(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡Δ为相应于(7.2.1)的算子半

群, 𝑢(𝑡)为具有初始值𝑢0 ∈ 𝑋的NLS方程(7.2.1)的整体解, 若极限

𝑢+ = lim
𝑡→∞

𝑆(−𝑡)𝑢(𝑡)

在𝑋中存在, 则称𝑢+为𝑢0在+∞处的渐近态. 若极限

𝑢− = lim
𝑡→−∞

𝑆(−𝑡)𝑢(𝑡)

在𝑋中存在, 则称𝑢−为𝑢0在−∞处的渐近态. 也就是说, 𝑢(𝑡)与线性Schrödinger

方程(也称自由Schrödinger方程, 即𝑖𝑢𝑡 + Δ𝑢 = 0)的解𝑆(𝑡)𝑢±在±∞处的渐近
行为相一致. 称算子𝑈± : 𝑢0 ↦→ 𝑢±的逆算子Ω± = 𝑈−1

± 为正(负)向波算子. 若正

负波算子同时存在, 则称映射S = Ω−1
+ ∘ Ω− : 𝑢− ↦→ 𝑢+为散射算子.

注注注记记记7.2.2. 散射性理论涉及到以下两个要素:正负波算子的存在性和渐近

完备性. 一般来说, 只要幂指数𝑝不太小也不太大, 不管是聚焦情形还是非聚焦

情形前者相对来说更容易建立, 而后者即便是非聚焦情形也会有一定的难度,

而且还需要一些衰减估计.

一般情况下, 研究Schrödinger方程(7.2.1)的适定性和散射理论通常采用其

积分形式来进行研究, 即Duhamel公式

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡− 𝑡0)𝑢(𝑡0)− 𝑖

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑆(𝑡− 𝜏)(|𝑢(𝜏)|𝑝−1𝑢(𝜏))𝑑𝜏. (7.2.2)
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就方程(7.2.1)在𝐻1中的散射理论而言, 即对于具初值𝑢(0) = 𝑢0 ∈ 𝐻1的方

程(7.2.1)的𝐻1-整体强解𝑢(𝑡)是否在𝐻1中散射到线性方程的某个解𝑆(𝑡)𝑢+, 即

是否有

‖𝑢(𝑡)− 𝑆(𝑡)𝑢+‖𝐻1 → 0, 当𝑡→ +∞,

或等价地

‖𝑆(−𝑡)𝑢(𝑡)− 𝑢+‖𝐻1 → 0, 当𝑡→ +∞.

换言之, 也就是要求函数𝑆(−𝑡)𝑢(𝑡)当𝑡 → +∞时在𝐻1中收敛. 由Duhamel公

式(7.2.2) 可得

𝑆(−𝑡)𝑢(𝑡) = 𝑢0 − 𝑖

∫︁ 𝑡

0
𝑆(−𝜏)(|𝑢(𝜏)|𝑝−1𝑢(𝜏))𝑑𝜏.

因此, 当𝑡→ +∞时𝑢在𝐻1中散射的充要条件就是积分∫︁ ∞

0
𝑆(−𝜏)(|𝑢(𝜏)|𝑝−1𝑢(𝜏))𝑑𝜏 (7.2.3)

在𝐻1中条件收敛, 从而渐近态𝑢+可由下式给出

𝑢+ = 𝑢0 − 𝑖

∫︁ ∞

0
𝑆(−𝜏)(|𝑢(𝜏)|𝑝−1𝑢(𝜏))𝑑𝜏. (7.2.4)

这样可以将渐近态𝑢+看作是初始态𝑢0的一个非线性扰动. 由(7.2.2)和(7.2.4)消

去𝑢0可得

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢+ + 𝑖

∫︁ ∞

𝑡
𝑆(𝑡− 𝜏)(|𝑢(𝜏)|𝑝−1𝑢(𝜏))𝑑𝜏, (7.2.5)

可以看作(7.2.2)的极限情形𝑡0 = +∞. 对于𝑡→ −∞的情形有类似的结果, 在此

就不再重复了.

现在, 我们来回顾一下第二章中的Schrödinger方程的Strichartz估计, 即

在定理 3.2.6中𝑚 = 2的情形. 若 2 6 𝑞, 𝑟 6 ∞, 1
𝑞 = 𝑛

2 (
1
2 − 1

𝑟 ) 且 (𝑞, 𝑟, 𝑛) ̸=
(2,∞, 2), 则称(𝑞, 𝑟)为Schrödinger容许对. 对任意时间区间𝐼, 定义Strichartz空

间𝑆0(𝐼 × R𝑛)为在以下范数

‖𝑢‖𝑆0(𝐼×R𝑛) := sup
(𝑞,𝑟)为容许对

‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑡𝐿

𝑟
𝑥(𝐼×R𝑛) (7.2.6)

意义下Schwartz函数的闭包. 特别地, 𝑆0范数可以控制𝐿∞
𝑡 𝐿

2
𝑥范数. 可以验证

空间𝑆0(𝐼 × R𝑛)在范数(7.2.6)意义下为一Banach空间, 记其对偶空间为𝑁0(𝐼 ×
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R𝑛) := 𝑆0(𝐼 × R𝑛)′, 由空间的构造知对任意的Schrödinger容许对(𝑞, 𝑟), 只

要‖𝑓‖
𝐿𝑞′
𝑡 𝐿

𝑟′
𝑥 (𝐼×R𝑛)

有限就有

‖𝑓‖𝑁0(𝐼×R𝑛) 6 ‖𝑓‖
𝐿𝑞′
𝑡 𝐿

𝑟′
𝑥 (𝐼×R𝑛)

成立. 由此, Strichartz估计(3.2.22)-(3.2.23)可以写成一个一致估计, 即对𝑡0 ∈
𝐼及𝑖𝑢𝑡 +Δ𝑢 = 𝑓 , 有

‖𝑢‖𝑆0(𝐼×R𝑛) .𝑛 ‖𝑢(𝑡0)‖𝐿2
𝑥(𝐼×R𝑛) + ‖𝑓‖𝑁0(𝐼×R𝑛). (7.2.7)

当然, 对于其它正则性也有类似的结果. 比如对于𝐻1, 可以定义

‖𝑢‖𝑆1(𝐼×R𝑛) := ‖𝑢‖𝑆0(𝐼×R𝑛) + ‖∇𝑢‖𝑆0(𝐼×R𝑛),

‖𝑢‖𝑁1(𝐼×R𝑛) := ‖𝑢‖𝑁0(𝐼×R𝑛) + ‖∇𝑢‖𝑁0(𝐼×R𝑛).

由于Schrödinger方程与导数可交换, 故由(7.2.7)可得

‖𝑢‖𝑆1(𝐼×R𝑛) .𝑛 ‖𝑢(𝑡0)‖𝐻1
𝑥(R𝑛) + ‖𝑓‖𝑁1(𝐼×R𝑛). (7.2.8)

S7.2.2 波波波算算算子子子的的的存存存在在在性性性

首先, 我们给出波算子的存在性定理.

定定定理理理 7.2.3 (波算子的存在性). 设𝑛 > 3和𝑝 ∈ (1 + 4
𝑛 , 1 + 4

𝑛−2), 则波算

子Ω+ : 𝐻1 → 𝐻1存在唯一且连续.

证明.为构造波算子Ω+, 需要解一个从𝑡 = +∞到𝑡 = 0的方程. 为此, 我们

将此问题分解成两个问题来解:

1) 渐近问题, 即从𝑡 = +∞到一有限时间𝑡 = 𝑇 > 0;

2) 局部问题, 即从𝑡 = 𝑇到 𝑡 = 0.

先来看第一个问题. 取定𝑢+ ∈ 𝐻1并设‖𝑢+‖𝐻1 6 𝐴, 𝐴 > 0为一常数.

由Strichartz估计(7.2.8)可得

‖𝑆(𝑡)𝑢+‖𝑆1(R×R𝑛) .𝐴 1.

我们不但想要这个范数有界, 而且想通过改变时间区间的大小来控制该范数的

大小. 但是我们知道𝑆1范数包含有𝐿∞
𝑡 这样的估计, 所以我们的想法对𝑆1是行
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不通的. 要实现我们的想法, 就必须去掉这些含有𝐿∞
𝑡 的估计或找一个更小的

范数来代替𝑆1范数. 为此, 我们选择范数

‖𝑢‖𝒮0 := ‖𝑢‖
𝐿

(𝑛+2)(𝑝−1)
2

𝑡,𝑥

+ ‖𝑢‖
𝐿
2+ 4

𝑛
𝑡 𝐻1

2+ 4
𝑛

.

由Sobolev嵌入定理可得3

‖𝑆(𝑡)𝑢+‖𝒮0(R×R𝑛) . ‖𝑆(𝑡)𝑢+‖
𝐿

(𝑛+2)(𝑝−1)
2

𝑡 𝐻1
2𝑛(𝑛+2)(𝑝−1)
𝑛(𝑛+2)(𝑝−1)−8

(R×R𝑛)

+ ‖𝑆(𝑡)𝑢+‖
𝐿
2+ 4

𝑛
𝑡 𝐻1

2+ 4
𝑛
(R×R𝑛)

. ‖𝑆(𝑡)𝑢+‖𝑆1(R×R𝑛)

.𝐴 1.

令𝜀 > 0为一非常小的待定常数, 取𝑇 = 𝑇 (𝑢+)充分大使得

‖𝑆(𝑡)𝑢+‖𝒮0([𝑇,+∞)×R𝑛) 6 𝜀.

下面我们就用Banach不动点定理来求解(7.2.5). 定义空间

𝐸 = {𝑢 ∈ 𝒮0([𝑇,+∞)× R𝑛) : ‖𝑢‖𝒮0([𝑇,+∞)×R𝑛) 6 2𝜀},

及度量

𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢− 𝑣‖𝒮0([𝑇,+∞)×R𝑛),

容易验证(𝐸, 𝑑)为一Banach空间.

定义映射T :

T 𝑢 = 𝑆(𝑡)𝑢+ + 𝑖

∫︁ ∞

𝑡
𝑆(𝑡− 𝜏)(|𝑢(𝜏)|𝑝−1𝑢(𝜏))𝑑𝜏. (7.2.9)

任意给定𝑢 ∈ 𝐸, 则有

‖T 𝑢‖𝒮0([𝑇,+∞)×R𝑛) 6 𝜀+ 𝐶‖|𝑢|𝑝−1𝑢‖
𝐿

2𝑛+4
4

𝑡 𝐻1
2𝑛+4

4

([𝑇,+∞)×R𝑛)

6 𝜀+ 𝐶‖𝑢‖𝑝−1

𝐿
(𝑛+2)(𝑝−1)

2
𝑡,𝑥 ([𝑇,+∞)×R𝑛)

‖𝑢‖
𝐿
2+ 4

𝑛
𝑡 𝐻1

2+ 4
𝑛
([𝑇,+∞)×R𝑛)

3这里用到了( (𝑛+2)(𝑝−1)
2

, 2𝑛(𝑛+2)(𝑝−1)
𝑛(𝑛+2)(𝑝−1)−8

)为容许对, 并且有嵌入关系𝐻1
2𝑛(𝑛+2)(𝑝−1)

𝑛(𝑛+2)(𝑝−1)−8

(R𝑛) ⊂

𝐿
(𝑛+2)(𝑝−1)

2 (R𝑛), 其中𝑝必须满足条件1 + 4
𝑛
6 𝑝 6 1 + 4

𝑛−2
.
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6 𝜀+ 𝐶‖𝑢‖𝑝𝒮0([𝑇,+∞)×R𝑛)

6 𝜀+ 𝐶(2𝜀)𝑝.

若取𝜀 > 0充分小使得𝐶2𝑝𝜀𝑝−1 6 1, 则有‖T 𝑢‖𝒮0([𝑇,+∞)×R𝑛) 6 2𝜀即T 𝑢 ∈
𝐸.

任意给定𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸, 则

𝑑(T 𝑢,T 𝑣) 6𝐶‖|𝑢|𝑝−1𝑢− |𝑣|𝑝−1𝑣‖
𝐿

2𝑛+4
4

𝑡 𝐻1
2𝑛+4

4

([𝑇,+∞)×R𝑛)

6𝐶[‖𝑢‖𝑝−1
𝒮0([𝑇,+∞)×R𝑛) + ‖𝑣‖𝑝−1

𝒮0([𝑇,+∞)×R𝑛)]𝑑(𝑢, 𝑣)

62𝐶(2𝜀)𝑝−1𝑑(𝑢, 𝑣).

取𝜀 > 0充分小使得𝐶2𝑝𝜀𝑝−1 6 1
2 , 则𝑑(T 𝑢,T 𝑣) 6 1

2𝑑(𝑢, 𝑣), 即T为压

缩映射. 由Banach不动点定理知T存在唯一一个不动点𝑢 ∈ 𝐸, 在[𝑇,+∞)上

满足方程(7.2.5). 由该方程及Strichartz估计即得𝑢 ∈ 𝑆1([𝑇,∞) × R𝑛), 从
而𝑢 ∈ 𝒞([𝑇,∞);𝐻1(R𝑛)). 特别地, 𝑢𝑇 = 𝑢(𝑇 ) ∈ 𝐻1(R𝑛). 注意到

𝑢(𝑡+ 𝑇 ) = 𝑆(𝑡)𝑢𝑇 − 𝑖

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝑡− 𝜏)(|𝑢(𝜏 + 𝑇 )|𝑝−1𝑢(𝜏 + 𝑇 ))𝑑𝜏.

因此, 𝑢是如下问题 {︃
𝑖𝑢𝑡 +Δ𝑢 = |𝑢|𝑝−1𝑢,

𝑢(𝑇 ) = 𝑢𝑇 ,

的解.

现在来看第二个问题, 即求解从𝑡 = 𝑇到𝑡 = 0的局部问题, 写成积分形式

即为

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡− 𝑇 )𝑢𝑇 + 𝑖

∫︁ 𝑇

𝑡
𝑆(𝑡− 𝜏)(|𝑢(𝜏)|𝑝−1𝑢(𝜏))𝑑𝜏.

设𝜆 > 0为一待定常数, 先来证明在[𝑇 − 𝜆, 𝑇 ]上的存在性. 令𝐶 >

0为Strichartz估计中的常系数, 重新定义空间

𝐸 = {𝑢 ∈ 𝑆1([𝑇 − 𝜆, 𝑇 ]× R𝑛) : ‖𝑢‖𝑆1([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛) 6 2𝐶‖𝑢𝑇 ‖𝐻1},

及度量

𝑑(𝑢, 𝑣) = ‖𝑢− 𝑣‖𝑆1([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛).
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重新定义映射T

T 𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡− 𝑇 )𝑢𝑇 + 𝑖

∫︁ 𝑇

𝑡
𝑆(𝑡− 𝜏)(|𝑢(𝜏)|𝑝−1𝑢(𝜏))𝑑𝜏.

令𝛼 = 1
2 − 𝑛−2

2(𝑛+2)𝑝 > 0,4 对任意给定𝑢 ∈ 𝐸, 有

‖T 𝑢‖𝑆1([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛) . ‖𝑢𝑇 ‖𝐻1 + ‖|𝑢|𝑝−1𝑢‖𝑁1([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛)

.‖𝑢𝑇 ‖𝐻1 + ‖|𝑢|𝑝−1𝑢‖𝐿2
𝑡𝐻

1
2𝑛
𝑛+2

([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛)

.‖𝑢𝑇 ‖𝐻1 + 𝜆𝛼‖𝑢‖𝑝−1

𝐿
2(𝑛+2)
𝑛−2

𝑡 𝐿
𝑛+2
2 (𝑝−1)

𝑥 ([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛)

‖𝑢‖
𝐿

2(𝑛+2)
𝑛−2

𝑡 𝐻1
2𝑛(𝑛+2)

𝑛2+4

([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛)

.‖𝑢𝑇 ‖𝐻1 + 𝜆𝛼‖𝑢‖𝑝
𝐿

2(𝑛+2)
𝑛−2

𝑡 𝐻1
2𝑛(𝑛+2)

𝑛2+4

([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛)

6𝐶‖𝑢𝑇 ‖𝐻1 + 𝐶𝜆𝛼(2𝐶‖𝑢𝑇 ‖𝐻1)𝑝.

取𝜆 > 0充分小使得2𝐶𝜆𝛼(2𝐶‖𝑢𝑇 ‖𝐻1)𝑝−1 < 1, 则有‖T 𝑢‖𝑆1([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛) 6

2𝐶‖𝑢𝑇 ‖𝐻1 , 即T 𝑢 ∈ 𝐸.

任意给定𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸, 同样有

𝑑(T 𝑢,T 𝑣) 6𝐶𝜆𝛼(‖𝑢‖𝑝−1
𝑆1([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛)

+ ‖𝑣‖𝑝−1
𝑆1([𝑇−𝜆,𝑇 ]×R𝑛)

)𝑑(𝑢, 𝑣)

62𝐶𝜆𝛼(2𝐶‖𝑢𝑇 ‖𝐻1)𝑝−1𝑑(𝑢, 𝑣).

取𝜆 > 0充分小使得2𝐶𝜆𝛼(2𝐶‖𝑢𝑇 ‖𝐻1)𝑝−1 < 1
2 , 则有𝑑(T 𝑢,T 𝑣) 6 1

2𝑑(𝑢, 𝑣),

即T为压缩映射. 由Banach不动点定理知T存在唯一一个不动点𝑢 ∈ 𝐸,

在[𝑇 − 𝜆, 𝑇 ]上满足方程(7.2.5).

由能量守恒

𝐻(𝑡) := ‖∇𝑢(𝑡)‖2𝐿2 +
1

𝑝+ 1
‖𝑢(𝑡)‖𝑝+1

𝐿𝑝+1 = 𝐸(0)

和质量守恒

𝑁(𝑡) := ‖𝑢(𝑡)‖2𝐿2 = 𝑁(0)

以及Sobolev嵌入定理可知, ‖𝑢𝑇 ‖𝐻1 ∼ 𝐸(0) + 𝑁(0). 故上面𝜆的取值可与𝑇无

关,从而可以将𝑢(𝑇−𝜆) ∈ 𝐻1作为终点继续将解延拓到[𝑇−2𝜆, 𝑇−𝜆], · · · ,一直
延拓到包含0的时间区间且𝑢 ∈ 𝑆1([0,∞)×R𝑛),特别地, 𝑢 ∈ 𝒞([0,∞);𝐻1(R𝑛)).

4此处要求𝑝 < 1 + 4
𝑛−2

.
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如此𝑢在𝑡 = 0可以取到某个函数𝑢0 = 𝑢(0) ∈ 𝐻1. 另外, 不难证明当𝑡 → +∞时
有‖𝑆(−𝑡)𝑢(𝑡)−𝑢+‖𝐻1 → 0. 因此,波算子Ω+ : 𝐻1 → 𝐻1存在,即Ω+(𝑢+) = 𝑢0.

其连续性可由前面渐近问题和局部问题的迭代格式而得到.

下证波算子的唯一性. 假设𝑢
(1)
0 , 𝑢

(2)
0 ∈ 𝐻1(R𝑛), 令𝑢1和𝑢2分别为具初

值𝑢(0) = 𝑢
(1)
0 和𝑢(0) = 𝑢

(2)
0 的方程(7.2.1)的解, 并假设当𝑡 → +∞时对𝑗 =

1, 2均有‖𝑆(−𝑡)𝑢(𝑡) − 𝑢+‖𝐻1 → 0. 显然, 𝑢𝑗亦为(7.2.5)的解, 从而由前面的

证明知𝑢𝑖 ∈ 𝑆1([0,∞) × R𝑛). 类似于渐近问题的讨论, 容易得到当𝑡充分大

时𝑢1(𝑡) = 𝑢2(𝑡). 由初值问题解的唯一性即得𝑢
(1)
0 = 𝑢

(2)
0 . 因此, 波算子Ω+是唯

一的. �

注注注记记记7.2.4. 从上面的讨论可以看出, 求解一个从𝑡 = +∞的渐近态到一个
大时间𝑡 = 𝑇的渐近问题要比求解一个从𝑡 = 𝑇到𝑡 = 0的局部问题要简单得多.

前者甚至没有用到能量守恒和质量守恒, 就连非线性项的非聚焦符号也未用

到. 这说明在𝑡→ +∞的渐近过程中,渐近态非常分散以致于非线性效应极其微

弱. 只有在时间𝑇及之前的时间内才考虑非线性项对解的影响.

S7.2.3 渐渐渐近近近完完完备备备性性性

接下来, 我们将渐近完备性的证明分成三部分. 先证明某整体时空估计蕴

含着渐近完备性, 再证明该估计可由某个较弱的时空估计而得到, 最后来证明

这个较弱的整体时空估计.

定定定理理理 7.2.5 (整体时空估计蕴含着渐近完备性). 设𝑛 > 3和𝑝 ∈ (1 + 4
𝑛 , 1+

4
𝑛−2). 如果具初值𝑢(0) = 𝑢0 ∈ 𝐻1(R𝑛)的方程(7.2.1)的初值问题的解𝑢 满足整

体时空估计

‖𝑢‖𝑆1(R×R𝑛) .‖𝑢0‖𝐻1
1, (7.2.10)

那么波算子Ω+是从𝐻1到𝐻1的满射, 并且它的逆Ω−1
+ 连续.

证明.这里只证明波算子是满射, 将其逆算子的连续性的证明留给读

者. 对任意的𝑢0 ∈ 𝐻1, 用前面解决局部问题的方法可以很容易地得到具

初值𝑢(0) = 𝑢0的方程(7.2.1)的整体解𝑢 ∈ 𝑆1(R × R𝑛). 要证该解在𝐻1中

散射, 只需证明积分(7.2.3)在𝐻1中条件收敛. 由Strichartz估计知, 只需证

明|𝑢|𝑝−1𝑢 ∈ 𝑁1(R×R𝑛). 事实上, 由Leibnitz公式、Hölder不等式、Sobolev嵌

入以及(7.2.10)可得

‖|𝑢|𝑝−1𝑢‖𝑁1(R×R𝑛) .‖𝑢‖
𝑝−1

𝐿
(𝑛+2)(𝑝−1)

2
𝑡,𝑥 (R×R𝑛)

‖𝑢‖
𝐿
2+ 4

𝑛
𝑡 𝐻1

2+ 4
𝑛
(R×R𝑛)



· 226 · 第七章 非线性色散波方程的散射算子

.‖𝑢‖𝑝
𝑆1(R×R𝑛)

.‖𝑢0‖𝐻1
1.

从而, 渐近态𝑢+可由(7.2.4)给出, 即

𝑢+ = 𝑢0 − 𝑖

∫︁ ∞

0
𝑆(−𝜏)(|𝑢(𝜏)|𝑝−1𝑢(𝜏))𝑑𝜏.

因此, 存在𝑢+ ∈ 𝐻1使得Ω+(𝑢+) = 𝑢0, 即Ω+为满射. �

定定定理理理 7.2.6 (弱整体时空估计蕴含着强整体时空估计). 设𝑛 > 3和𝑝 ∈
(1 + 4

𝑛 , 1 +
4

𝑛−2). 如果具初值𝑢(0) = 𝑢0 ∈ 𝐻1(R𝑛)的方程(7.2.1)的初值问题的

解𝑢 满足整体时空估计: 对某个𝑞 ∈ [2 + 4
𝑛 , 2 +

8
𝑛−2 ], 有

‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛) .‖𝑢0‖𝐻1

1, (7.2.11)

那么(7.2.10)成立.

证明.令𝜂 = 𝜂(‖𝑢0‖𝐻1) > 0为一非常小的待定常数. 由(7.2.14), 可以将时

间轴R分成一些小的区间𝐼使得在每个小区间上

𝜂/2 6 ‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑡,𝑥(𝐼×R𝑛) 6 𝜂. (7.2.12)

显然, 这些小区间的个数为有限个, 即𝑂𝜂, 𝑞, ‖𝑢0‖𝐻1
(1)个. 取定一个𝐼, 记𝐼 =

[𝑡0, 𝑡1], 由Strichartz估计(7.2.8)、能量守恒、Leibnitz公式及Hölder不等式可

得

‖𝑢‖𝑆1(𝐼×R𝑛) .‖𝑢(𝑡0)‖𝐻1
𝑥(R𝑛) + ‖|𝑢|𝑝−1𝑢‖𝑁1(𝐼×R𝑛)

.𝑂‖𝑢0‖𝐻1
(1) + ‖𝑢‖𝑝−1

𝐿
(𝑛+2)(𝑝−1)

2
𝑡,𝑥 (𝐼×R𝑛)

‖𝑢‖
𝐿
2+ 4

𝑛
𝑡 𝐻1

2+ 4
𝑛
(𝐼×R𝑛)

.𝑂‖𝑢0‖𝐻1
(1) + ‖𝑢‖𝑝−1

𝐿
(𝑛+2)(𝑝−1)

2
𝑡,𝑥 (𝐼×R𝑛)

‖𝑢‖𝑆1(𝐼×R𝑛)

由𝑆1的定义及Sobolev嵌入可知, 对任意的𝑟 ∈ [2 + 4
𝑛 , 2 +

8
𝑛−2 ]有

‖𝑢‖𝐿𝑟
𝑡,𝑥(𝐼×R𝑛) . ‖𝑢‖𝑆1(𝐼×R𝑛).

将此式与(7.2.12)作插值可得, 存在0 < 𝛽 = 𝛽(𝑞) < 1使得

‖𝑢‖
𝐿

(𝑛+2)(𝑝−1)
2

𝑡,𝑥 (𝐼×R𝑛)
. 𝜂𝛽‖𝑢‖1−𝛽

𝑆1(𝐼×R𝑛)
.

从而

‖𝑢‖𝑆1(𝐼×R𝑛) 6 𝐶(‖𝑢0‖𝐻1) + 𝐶𝜂(𝑝−1)𝛽‖𝑢‖(𝑝−1)(1−𝛽)+1
𝑆1(𝐼×R𝑛)

.
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由Bootstrap原理可得

‖𝑢‖𝑆1(𝐼×R𝑛) = 𝑂‖𝑢‖𝐻1
1.

将所有的(有限个)时间区间累加即得(7.2.10). �

接下来, 就是要证(7.2.14), 这也是证明散射理论的主要部分. 在某些特殊

情况下, 比如球对称解的情形和三维情形, 此估计的证明相对简单一些.

例例例7.2.7 (球对称解的整体时空估计(𝑛 > 3)). 对于球对称解的情形, 可以

利用我们前面推导出的Morawetz估计(7.1.43)和(7.1.44)及质量、能量守恒, 即

有 ∫︁
R1+𝑛

|𝑢|𝑝+1

|𝑥|
𝑑𝑥𝑑𝑡 .‖𝑢0‖𝐻1

1, ∀𝑛 > 3. (7.2.13)

再结合径向Sobolev不等式[?, pp. 344–345]

‖|𝑥|𝑠|𝑢|‖𝐿∞
𝑥 (R𝑛) .𝑛,𝑠 ‖𝑢‖𝐻1(R𝑛), ∀𝑠 ∈ [(𝑛− 2)/2, (𝑛− 1)/2], ∀𝑛 > 3,

及Hölder不等式即得

‖𝑢‖
𝑝+ 𝑛

𝑛−2

𝐿
𝑝+ 𝑛

𝑛−2
𝑡,𝑥 (R×R𝑛)

. ‖|𝑥|−1|𝑢|𝑝+1‖𝐿1
𝑡,𝑥(R×R𝑛)‖|𝑥|

𝑛−2
2 |𝑢|‖

2
𝑛−2

𝐿∞
𝑡,𝑥(R×R𝑛)

.‖𝑢0‖𝐻1
1.

因此, 对球对称解, 我们有

‖𝑢‖
𝐿
𝑝+ 𝑛

𝑛−2
𝑡,𝑥 (R×R𝑛)

.‖𝑢0‖𝐻1
1.

就一般的解而言, 就没有这么直接的结果了, 其解可能随着空间位置的变

化而变化. 借助于空间的平移不变性, 我们有一些好的估计, 特别在三维情形

可以找到所要的整体时空估计.

例例例7.2.8 (三维情形). 对于三维一般形式解的情形, 由Morawetz相互作用

估计(7.1.53)可得

‖𝑢‖𝐿4
𝑡,𝑥(R×R3) .‖𝑢0‖𝐻1

1,

并且满足条件4 ∈ [10/3, 10].
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现在, 我们从尺度变换的角度用归纳法给出一个证明. 也就是要证

所有的有限能量解满足整体时空估计(7.2.14). 注意, 这里所说的能量是

指守恒量𝐸(𝑢(𝑡)) := 𝑁(𝑡) + 𝐻(𝑡)或等价的‖𝑢‖𝐿∞
𝑡 (R;𝐻1

𝑥(R𝑛)). 对能量用归纳

法, 首先验证小能量(‖𝑢‖𝐿∞
𝑡 (R;𝐻1

𝑥(R𝑛)) 6 𝜀)可以导出此整体时空估计, 然

后假设对‖𝑢‖𝐿∞
𝑡 (R;𝐻1

𝑥(R𝑛)) 6 𝐸 − 𝛿 (其中𝛿 > 0)有(7.2.14) 成立, 再证明

当‖𝑢‖𝐿∞
𝑡 (R;𝐻1

𝑥(R𝑛)) 6 𝐸时(7.2.14)也成立.

为了方便, 记𝑞 := (𝑛+2)
2 (𝑝− 1), 𝜌 := 2 + 4

𝑛 . 现在先来看第一步.

引引引理理理7.2.9 (小能量蕴含着整体时空估计). 令𝑢为方程(7.2.1)具有初

值𝑢(0) = 𝑢0的解, 则存在0 < 𝜀≪ 1使得当‖𝑢0‖𝐻1
𝑥(R𝑛) 6 𝜀时, 有

‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛) .‖𝑢0‖𝐻1

1.

证明.由Strichartz估计可得

‖𝑢‖𝑆1(R×R𝑛) .‖𝑢0‖𝐻1(R𝑛) + ‖|𝑢|𝑝−1𝑢‖𝑁1(R×R𝑛)

.‖𝑢0‖𝐻1 + ‖𝑢‖𝑝−1
𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛)

‖𝑢‖𝑆1(R×R𝑛).

对𝜎 > 0有Sobolev嵌入关系𝐻1 ⊂ 𝐻1−𝜎 ⊂ 𝐵1−𝜎
2,∞ ⊂ 𝐵

1−𝑛/2−𝜎
∞,∞ , 再由𝐻1

𝜌 ⊂
𝐵1
𝜌,𝜌及Sobolev 插值(𝐵1

𝜌,𝜌, 𝐵
1−𝑛/2−𝜎
∞,∞ )1−𝜌/𝑞,𝑞 = 𝐵𝑠*

𝑞,𝑞 ⊂ 𝐿𝑞 (其中选𝜎 > 0使

得𝑠* = 𝜌/𝑞 + (1− 𝜌/𝑞)(1− 𝑛/2− 𝜎) > 0)可得

‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑥(R𝑛) . ‖𝑢‖𝜌/𝑞

𝐵1
𝜌,𝜌(R𝑛)

‖𝑢‖1−𝜌/𝑞
𝐵

1−𝑛/2−𝜎
∞,∞ (R𝑛)

. ‖𝑢‖𝜌/𝑞
𝐻1

𝜌(R𝑛)
‖𝑢‖1−𝜌/𝑞

𝐻1(R𝑛)
.

故有‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛) . ‖𝑢‖𝜌/𝑞

𝑆1(R×R𝑛)
‖𝑢0‖1−𝜌/𝑞𝐻1

𝑥(R𝑛)
. 因此

‖𝑢‖𝑆1(R×R𝑛) . ‖𝑢0‖𝐻1(R𝑛) + ‖𝑢0‖𝑝−1−4/𝑛
𝐻1(R𝑛)

‖𝑢‖1+4/𝑛
𝑆1(R×R𝑛)

.

由连续性方法或Bootstrap原理即得当‖𝑢0‖𝐻1充分小时, ‖𝑢‖𝑆1(R×R𝑛) .‖𝑢0‖𝐻1

1. 从而, ‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛) .‖𝑢0‖𝐻1

1. �

令0 < 𝛿 < 𝐸/2, 现假设对任意的𝑢0 ∈ 𝐻1(R𝑛), 当‖𝑢0‖𝐻1(R𝑛) 6 𝐸 − 𝛿时,

有‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛) .‖𝑢0‖𝐻1

1成立. 现证“若‖𝑢0‖𝐻1(R𝑛) 6 𝐸,则‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛) .‖𝑢0‖𝐻1

1也成立”.

注意到方程(7.2.1)具有尺度变换不变性, 即若𝑢(𝑡, 𝑥)为方程(7.2.1)具有

初值𝑢0(𝑥)的解, 则对任意的𝜆 > 0, 𝑢𝜆(𝑡, 𝑥) := 𝜆−2/(𝑝−1)𝑢(𝑡/𝜆2, 𝑥/𝜆)为方

程(7.2.1)具有初值𝑢𝜆0(𝑥) := 𝜆−2/(𝑝−1)𝑢0(𝑥/𝜆)的解. 并且对任意的𝑠 > 0 有

‖𝑢𝜆0‖�̇�𝑠(R𝑛) = 𝜆
𝑛
2
− 2

𝑝−1
−𝑠‖𝑢0‖�̇�𝑠(R𝑛).
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从而有

‖𝑢𝜆0‖𝐻1(R𝑛) 6 𝜆
𝑛
2
− 2

𝑝−1 (𝜆−1 + 1)‖𝑢0‖𝐻1(R𝑛) 6 𝜆
𝑛
2
− 2

𝑝−1 (𝜆−1 + 1)𝐸.

取𝜆 = (12 − 𝛿
2𝐸 )

(𝑛
2
− 2

𝑝−1
)−1

, 则

‖𝑢𝜆0‖𝐻1(R𝑛) 6 𝐸 − 𝛿,且‖𝑢𝜆0‖𝐻1(R𝑛) 6 [1/2 + 4
( 2
𝑝−1

+1−𝑛
2
)/(𝑛

2
− 2

𝑝−1
)
]‖𝑢0‖𝐻1(R𝑛).

由归纳假设知

‖𝑢𝜆‖𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛) .‖𝑢𝜆0‖𝐻1

1 .‖𝑢0‖𝐻1
1.

‖𝑢𝜆‖𝑞
𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛)

=𝜆
− 2𝑞

(𝑝−1)

∫︁
R

∫︁
R𝑛

|𝑢(𝑡/𝜆2, 𝑥/𝜆)|𝑞𝑑𝑥𝑑𝑡

=𝜆
𝑛+2− 2𝑞

(𝑝−1)

∫︁
R

∫︁
R𝑛

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑞𝑑𝑥𝑑𝑡

=‖𝑢‖𝑞
𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛)

.

从而有‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛) .‖𝑢0‖𝐻1

1. 因此, 有下面的定理

定定定理理理 7.2.10 (整体时空估计). 设𝑛 > 3和𝑝 ∈ (1 + 4
𝑛 , 1 + 4

𝑛−2). 对任意

的𝑢0 ∈ 𝐻1(R𝑛), 记𝑢为具初值𝑢(0) = 𝑢0的方程(7.2.1)的初值问题的整体解,

则𝑢满足整体时空估计

‖𝑢‖𝐿𝑞
𝑡,𝑥(R×R𝑛) .‖𝑢0‖𝐻1

1, (7.2.14)

其中𝑞 = 𝑛+2
2 (𝑝− 1).

S7.3 与与与NLS相相相关关关的的的一一一些些些结结结果果果

本节, 我们将叙述最近的一部分相关结果, 在此并不给出证明, 而只是列

出一部分相关参考文献以方便读者查阅.5

下面先对𝐻1-临界NLS方程的散射结果作一简单的介绍. 先引入方程{︃
𝑖𝑢𝑡 +Δ𝑢 = |𝑢|

4
𝑛−2𝑢,

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥).
(7.3.1)

5关于其它相关非线性Schrödinger 方程的散射理论的研究概况及最新进展可参见Dispersive

Wiki网页http://tosio.math.utoronto.ca/wiki/index.php/NLS˙scattering.

http://tosio.math.utoronto.ca/wiki/index.php/NLS_scattering
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最初, 由J. Bourgain[12]和M. Grillakis[47]分别得到了𝑛 = 3, 4维径向情形时解

的整体适定性. 后由T. Tao[152]将此结果推广到了任意维(𝑛 > 3)球对称解的

情形. 同时, J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka,和T. Tao等[31]基

于J. Bourgain的关于能量运用归纳法的思想得到了𝑛 = 3维一般初始值情形下

解的整体适定性及其散射理论. 其中, 对频率空间和物理空间同时运用归纳法,

并且用Morawetz相互作用估计(7.1.53)来代替原来的Morawetz不等式(7.1.43),

以更好地处理非径向的情形. 此外, 此Morawetz相互作用估计与频率空间中

控制𝐿2质量的动量的近似守恒律一起刻画了能量集中的可能性. 后又被E.

Ryckman和M. Visan[135]以及M. Visan[165]分别将此结果推广到了𝑛 = 4维及

任意𝑛 > 5维的情形. 到此, 任意维(𝑛 > 3)�̇�1-临界NLS方程的散射理论已被完

全解决, 即下面的定理.

定定定理理理 7.3.1 ([31, 135, 165, 定理1.1]). 令𝑛 > 3. 则对任意具有有限能

量𝐸(𝑢0) <∞的初始值𝑢0, (7.3.1)存在唯一整体解𝑢 ∈ 𝐶0
𝑡 (�̇�

1
𝑥) ∩ 𝐿

2(𝑛+2)
𝑛−2

𝑡,𝑥 时使得∫︁ ∞

−∞

∫︁
R𝑛

|𝑢(𝑡, 𝑥)|
2(𝑛+2)
𝑛−2 𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶(𝐸(𝑢0)),

其中

𝐸(𝑢(𝑡)) =

∫︁
R𝑛

1

2
|∇𝑢(𝑡, 𝑥)|2 + 𝑛− 2

2𝑛
|𝑢(𝑡, 𝑥)|

2𝑛
𝑛−2𝑑𝑥

为能量守恒式.

同时, 上面的结论也蕴含着下面的散射结果和渐近完备性:

推推推论论论7.3.2 ([31, 165, 推论1.2]以及[135, 命题8.1]). 令𝑛 > 3. 令𝑢0具有

有限能量, 𝑢是(7.3.1)在𝑢 ∈ 𝐶0
𝑡 (�̇�

1
𝑥) ∩ 𝐿

2(𝑛+2)
𝑛−2

𝑡,𝑥 中的唯一整体解. 则存在自

由Schrödinger方程(𝑖𝜕𝑡 +Δ)𝑢± = 0的有限能量解𝑢±使得

‖𝑢±(𝑡)− 𝑢(𝑡)‖�̇�1
𝑥
→ 0, 当𝑡→ ±∞,

并且, 映射𝑢0 ↦→ 𝑢±(0)是从�̇�1(R𝑛)到其自身的同胚映射.

随着能量临界的非聚焦NLS方程散射理论的完美解决, 人们把目光投向了

另一个具有挑战性的问题, 那就是质量临界非聚焦NLS方程{︃
𝑖𝑢𝑡 +Δ𝑢 = |𝑢|

4
𝑛𝑢,

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥)
(7.3.2)

的整体适定性和散射算子的存在性. 目前, 在这方面已有部分结果:



S7.3 与NLS相关的一些结果 · 231 ·

∙ 𝑛 > 1, 对于充分小的初值𝑢0 ∈ 𝐿2(R𝑛), (7.3.2)是整体适定的并且散射算子
存在.

∙ 𝑛 > 2, 对于径向初值𝑢0 ∈ 𝐿2(R𝑛), (7.3.2)是整体适定的并且散射算子存
在, 详见[89, 91].

∙ 𝑛 > 3, 对任意初值𝑢0 ∈ 𝐿2(R𝑛), (7.3.2)是整体适定的并且散射算子存在,

详见[39].

对于含其它非线性项的NLS方程近年来也得到了一些非常好的结果.

如含混合幂函数型非线性项|𝑢|𝑝1𝑢 + |𝑢|𝑝2𝑢的NLS方程当4/𝑛 < 𝑝1 6 𝑝2 <

4/(𝑛 − 2)以及4/𝑛 6 𝑝1 < 𝑝2 6 2* − 2时散射算子在整个能量空间𝐻1中

存在, 详见[118, 122, 155]. 含非线性项(𝑉 * |𝑢|2)𝑢的NLS, 亦即Hartree方程,

当𝑉 ∈ 𝐿𝑝1 + 𝐿𝑝2 , 𝑝1, 𝑝2 > 1及𝑛/4 < 𝑝2 6 𝑝1 < 𝑛/2时散射算子在𝐻1中存在,

详见[121]. 又如含如下非线性项

𝑓(𝑢) = 𝜇
∑︁

𝑘>1+2/𝑛

𝜆2𝑘

(2𝑘)!
|𝑢|2𝑘𝑢, 𝜇, 𝜆 > 0, 𝑛 = 1, 2 (7.3.3)

的NLS在一定条件下, 其散射算子也是存在的, 详见[176].

与此同时, 聚焦型的NLS{︃
𝑖𝑢𝑡 +Δ𝑢 = −|𝑢|𝑝𝑢,
𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥)

(7.3.4)

也得到了长足的进展. 比如在𝑛 = 3, 4, 5维空间具�̇�1-临界非线性项的情形,

即𝑝 = 4/(𝑛 − 2), 对任意能量和动能均小于基态的对应能量和动能的径向

初值𝑢0 ∈ �̇�1(R𝑛), (7.3.4)是整体适定的并且散射算子存在, 详见[75]; 对于维

数𝑛 > 5的情形, 可以去掉“径向”的限制, 即对任意能量和动能均小于基态的对

应能量和动能的初值𝑢0 ∈ �̇�1(R𝑛), (7.3.4)是整体适定的并且散射算子存在, 详

见[90]. 除此之外, 当维数𝑛 > 4时, 对于质量临界的聚焦型NLS, 即𝑝 = 4/𝑛, 当

球对称初值𝑢0 ∈ 𝐻1(R𝑛)的质量等于对应基态的质量时, (7.3.4)的解不会发生

散射,而是以孤立波的形式存在, 详见[88].





第第第八八八章章章 没没没有有有角角角截截截断断断假假假设设设下下下Boltzmann方方方程程程的的的弱弱弱解解解的的的正正正

则则则性性性问问问题题题

Boltzmann方程主要描述稀薄气体分子间的相互碰撞的物理现象, 提供

在微观水平上产生的宏观信息, 是流体力学基本方程组的统计力学基础, 是

空气动力学中重要的模型之一. 它广泛应用在航空航天, 核能技术,半导体,等

离子体,凝聚态研究等方面. 而且Boltzmann方程通过矩展开对应流体力学

中的Euler 方程(0阶) Navier-Stokes 方程(1阶). 本章主要研究Boltzmann方程

的相关问题之一, 即没有角截断假设下Boltzmann方程弱解的正则性问题(关

于带有角截断假设下Boltzmann方程的相关问题, 由于篇幅有限, 在此就不

做介绍了. 此外关于角截断假设的定义,我们在本章第一节给出). 由于此问

题目前主要利用调和分析理论来研究, 所以在本章中我们通过阐述此问题,

让读者初步了解Boltzmann方程. 首先, 需要注意的是, 在没有角截断假设

下Boltzmann方程的碰撞算子像一个主部为(−Δ)𝜈/2的奇异积分算子或拟微分

算子. 此现象由Pao[129]最早发现的, 也可以参看Ukai的结果[161], Lions[107]

给出了其精确的表达式, Villani[163]给出了Sobolev最佳指数𝜈/2. 上世纪90年

代,Desvillettes[33, 34]针对齐次空间的一些简单模型, 得到了弱解的正则性结

果. 本世纪初, Alexandre, Desvillettes, Villani 和Wennberg [2]建立了关于碰撞

算子的一些漂亮的公式. 本章给出的结果大部分给出了完整的证明. 为方便起

见, 在每小节都分别列出了相应的文献以便有兴趣的读者参考.

S8.1 Boltzmann方方方程程程模模模型型型的的的导导导出出出

本节我们从数学的角度简单介绍一下Boltzmann方程模型的导出, 具体可

参看[23, 35, 164].

S8.1.1 输输输运运运模模模型型型

空气动力学理论来源于在相空间中用分布函数描述气体(等离子体,其它

的由大量粒子组成的系统)的模型. 此相空间即包含宏观变量(物理空间中的位

置)也包含微观变量(描述粒子的状态). 当前, 我们主要研究由单一粒子组成的

系统, 粒子遵循古典力学的守恒律,没有相对论及量子效应. 一般地, 我们主要

研究在一个有界或者无界的区域Ω ⊂ R𝑛(通常空间维数𝑛 = 3)中气体在时间

区间[0, 𝑇 ] 或者[0,+∞]内的变化情况. 通常, 假设未知函数𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣) > 0, 定义

233
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在[0, 𝑇 ]× Ω× R𝑛, 其表示为在相空间中在时间𝑡时刻, 𝑥位置下,以速度𝑣运行的

粒子的密度函数. 事实上, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ...𝑥𝑛) 和𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, ...𝑣𝑛)是向量变量.

在没有外力的作用下, 如果粒子之间不发生碰撞, 而且粒子与其周围的

环境也不发生碰撞, 那么粒子将沿着直线作匀速运动. 也就是说,给定任意时

刻𝑡,位置𝑥和速度𝑣, 经过时间𝑠后, 粒子在𝑡 + 𝑠时刻, 在𝑥 + 𝑣𝑠位置,粒子还保持

速度为𝑣运动. 即粒子运动的轨迹是直线.

𝑓(𝑡+ 𝑠, 𝑥+ 𝑣𝑠, 𝑣) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣), 对任意的𝑠. (8.1.1)

对(8.1.1)两边对𝑠求微分

𝜕𝑡𝑓 + 𝑣 · ∇𝑥𝑓 = 0. (8.1.2)

(8.1.2)为自由输运模型. 𝑣 · ∇𝑥 为输运算子, 其中“·”表示R𝑛空间上的内
积𝑣 · ∇𝑥 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑣𝑘

𝜕
𝜕𝑥𝑘

. (8.1.2) 说明当粒子间没有相互碰撞时,粒子的密度函

数的变化率为零.

如果给定一个外力𝐹 (𝑡, 𝑥) = (𝐹1, 𝐹2, ...𝐹𝑛)( 像这样的外力也可能在某些

特别环境下依赖于速度𝑣, 例如在磁场的环境中)作用于粒子上. 粒子运动的轨

迹不再是直线, 而满足如下的微分方程:

�̇�(𝑡) = 𝑣(𝑡) (8.1.3)

�̇�(𝑡) = 𝐹 (𝑡, 𝑥(𝑡)) (8.1.4)

那么𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑣)满足如下的偏微分方程, 称之为Vlasov方程

𝜕𝑡𝑓 + 𝑣 · ∇𝑥𝑓 + 𝐹 (𝑡, 𝑥) · ∇𝑣𝑓 = 0, (8.1.5)

其中𝐹 (𝑡, 𝑥) · ∇𝑣 =
∑︀𝑛

𝑘=1 𝐹𝑘
𝜕
𝜕𝑣𝑘

.

S8.1.2 Boltzmann方方方程程程模模模型型型

如果当粒子上的作用力主要是由粒子之间相互碰撞产生的( 通常地,假设

粒子之间的作用力是由相互作用位势𝜑(𝑟)决定的, 𝑟是粒子之间的距离), 那么

将导出著名的Boltzmann方程. 在给出Boltzmann方程前,我们首先需要对粒子

之间相互碰撞给出一些假设:

(1). 粒子之间只有二元碰撞, 这个假设蕴涵着气体是足够稀薄的使得二元

以上的碰撞可以忽略不计; 特别地, 如果在三维空间下, 由𝑁个半径为𝑟的硬球

组成的气体, 这个假设意味着：

𝑁𝑟3 ≪ 1, 𝑁𝑟2 ≃ 1. (8.1.6)
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(2). 假设碰撞发生过程中的空间, 速度和时间对于所研究的整个空间,

速度和时间的范围, 是局部的; 也就是说碰撞发生的时间和所要研究的时

间[0, 𝑇 ]相比非常短, 碰撞后粒子的速度的变化率非常小.

(3). 假设碰撞是弹性碰撞, 动能和势能在碰撞过程中是守恒的.

(4). 假设碰撞是微观可逆的, 也就是说微观动力系统是时间可逆的. 而且

如果用(𝑣, 𝑣*) 表示碰撞前的速度, 用(𝑣′, 𝑣′*)表示碰撞后的速度, 那么由(𝑣, 𝑣*)变

成(𝑣′, 𝑣′*)的概率和由(𝑣′, 𝑣′*)变成(𝑣, 𝑣*)的概率一样.

(5). 假设将要碰撞的两个粒子的速度是没有关系的, 粗略地说, 碰撞并

不是经常发生的, 一个粒子和另一个粒子(虽然此粒子可能和别的粒子发生碰

撞)已经和自己发生碰撞, 而再次碰撞的几率可以忽略不计.

这样, 如果只考虑到粒子之间的相互碰撞,则方程(8.1.2)变为更一般的格

式

𝜕𝑡𝑓 + 𝑣 · ∇𝑥𝑓 = 𝑄(𝑓)(𝑣). (8.1.7)

(8.1.7) 说明当粒子间有相互碰撞时, 粒子的密度函数的变化率不再是零,

而是和其本身有关的函数. 下面我们将导出𝑄(𝑓)的具体形式. 首先我们定

义𝑓2(𝑣1, 𝑣2)为速度分别为𝑣1, 𝑣2的两个粒子的共同的密度函数, 定义𝑝(𝑣1, 𝑣2 →
𝑣3, 𝑣4)表示在𝑡时刻𝑥位置, 速度分别为𝑣1, 𝑣2的两个粒子碰撞后分别变为𝑣3, 𝑣4的

概率密度函数. 由于只是二元碰撞, 那么我们将考虑如下将影响速度为𝑣(首先

给定)的粒子密度的两种的情形：

首先可能的情形是, 一个以速度为𝑣的粒子和另一个速度为𝑣*的粒子碰撞

后, 一个速度变为𝑣′, 另一个速度变为𝑣′*.

另外一种可能的情形是, 一个以速度为𝑤的粒子和另一个速度为𝑤*的粒子

碰撞后, 一个速度变为𝑣, 另一个速度变为𝑤′
*.

那么𝑄(𝑓) = 𝑄+(𝑓) − 𝑄−(𝑓), 其中𝑄−(𝑓) 和𝑄+(𝑓)分别描述上面两种情

形. 其中𝑄−(𝑓)表示速度𝑣的粒子碰撞后变为其他速度的密度变化率, 𝑄+(𝑓)表

示其他速度的粒子碰撞后变为速度𝑣的密度变化率.

𝑄−(𝑓)(𝑣) =

∫︁
𝑣*

∫︁
𝑣′

∫︁
𝑣′*

𝑓2(𝑣, 𝑣*)𝑝(𝑣, 𝑣* → 𝑣′, 𝑣′*)𝑑𝑣
′
*𝑑𝑣

′𝑑𝑣* (8.1.8)

𝑄+(𝑓)(𝑣) =

∫︁
𝑤

∫︁
𝑤*

∫︁
𝑤′

*

𝑓2(𝑤,𝑤*)𝑝(𝑤,𝑤* → 𝑣, 𝑤′
*)𝑑𝑤

′
*𝑑𝑤*𝑑𝑤 (8.1.9)

而由上面的假设(4), 有

∀𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑝(𝑣1, 𝑣2 → 𝑣3, 𝑣4) = 𝑝(𝑣3, 𝑣4 → 𝑣1, 𝑣2)
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再由上面的假设(5), 可知𝑣 和𝑣*是相互独立的变量, 𝑤和𝑤*是相互独立的变

量, 那么有𝑓2(𝑣, 𝑣*) = 𝑓(𝑣)𝑓(𝑣*) 和𝑓2(𝑤,𝑤*) = 𝑓(𝑤)𝑓(𝑤*). 这样, 令𝑄(𝑓) =

𝑄(𝑓, 𝑓) = 𝑄+(𝑓, 𝑓)−𝑄−(𝑓, 𝑓). 其中

𝑄−(𝑓, 𝑓)(𝑣) =

∫︁
𝑣*

∫︁
𝑣′

∫︁
𝑣′*

𝑓(𝑣)𝑓(𝑣*)𝑝(𝑣, 𝑣* → 𝑣′, 𝑣′*)𝑑𝑣
′
*𝑑𝑣

′𝑑𝑣* (8.1.10)

𝑄+(𝑓, 𝑓)(𝑣) =

∫︁
𝑣*

∫︁
𝑣′

∫︁
𝑣′*

𝑓(𝑣′)𝑓(𝑣′*)𝑝(𝑣
′, 𝑣′* → 𝑣, 𝑣*)𝑑𝑣

′
*𝑑𝑣

′𝑑𝑣* (8.1.11)

我们可得到

𝑄(𝑓, 𝑓)(𝑣) =

∫︁
𝑣*

∫︁
𝑣′

∫︁
𝑣′*

(︁
𝑓(𝑣′)𝑓(𝑣′*)− 𝑓(𝑣)𝑓(𝑣*)

)︁
𝑝(𝑣, 𝑣* → 𝑣′, 𝑣′*)𝑑𝑣

′
*𝑑𝑣

′𝑑𝑣*

(8.1.12)

下面, 我们只要给出𝑝(𝑣, 𝑣* → 𝑣′, 𝑣′*)的表达式即可. 首先由碰撞中的动量和动

能守恒, 我们有 {︃
𝑣 + 𝑣* = 𝑣′ + 𝑣′*,

|𝑣|2
2 + |𝑣*|2

2 = |𝑣′|2
2 + |𝑣′*|2

2 .
(8.1.13)

这实际上是由2𝑛个数值未知量构成的𝑛 + 1个数值方程, 很自然可以期望此

系统的解可以由𝑛 − 1个参数来确定. 因此这些解有一个方便的表达式, 称之

为𝜎−表达式:

𝑣′ =
𝑣 + 𝑣*

2
+

|𝑣 − 𝑣*|
2

𝜎, 𝑣′* =
𝑣 + 𝑣*

2
− |𝑣 − 𝑣*|

2
𝜎, (8.1.14)

𝜎 在球面𝑆𝑛−1上变化. 可参看下图

由Galilean不变性, 可得概率𝑝(𝑣, 𝑣* → 𝑣′, 𝑣′*) 依赖于碰撞前相对速度的大

小|𝑣 − 𝑣*| 和相对速度的夹角 𝑣−𝑣*
|𝑣−𝑣*| · 𝜎, 我们用函数𝐵(·, ·)来表示. 这样, 我们可

以写出Boltzmann方程的碰撞算子的最后的形式为:

𝑄(𝑓, 𝑓) =

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎){𝑓(𝑣′*)𝑓(𝑣′)− 𝑓(𝑣*)𝑓(𝑣)}𝑑𝜎𝑑𝑣*,

(8.1.15)

这里函数𝐵 称为cross section. 方便起见, 我们有时候也使用如下双线形表达

式𝑄(𝑔, 𝑓)：

𝑄(𝑔, 𝑓) =

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝜎){𝑔(𝑣′*)𝑓(𝑣′)− 𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣)}𝑑𝜎𝑑𝑣*, (8.1.16)
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为书写简单起见, 我们有时候令𝑔(𝑣′*)𝑓(𝑣
′) = 𝑔′*𝑓

′ 和𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣) = 𝑔*𝑓 . 最后我

们给出Boltzmann方程的标准形式为

𝜕𝑡𝑓 + 𝑣 · ∇𝑥𝑓 = 𝑄(𝑓, 𝑓)(𝑣). (8.1.17)

其中𝑄(𝑓, 𝑓)由(8.1.15)给出. 其中关于齐次空间的Boltzmann方程, 也就是粒子

在空间是均匀分布的, 意味着未知函数𝑓只是关于时间𝑡 和速度𝑣的函数, 和空

间位置𝑥无关, 即𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑣). (8.1.17)变为

𝜕𝑡𝑓 = 𝑄(𝑓, 𝑓)(𝑣). (8.1.18)

此模型相对简单, 本章将主要研究(8.1.18).

S8.1.3 Cross section

一般情形下, 函数𝐵的具体形式写不出来. 然而为了抓住其主要性质, 通

常可以假设𝐵有如下形式:

𝐵(|𝑣−𝑣*|, 𝜎) = Φ(|𝑣−𝑣*|)𝑏(cos 𝜃), cos 𝜃 = ⟨ 𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

, 𝜎⟩, 0 6 𝜃 6 𝜋

2
. (8.1.19)

注意到由球面积分公式, 可得∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝜎)𝑑𝜎 = |𝑆𝑛−2|
∫︁ 𝜋

2

0
𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, cos 𝜃)𝑑𝜃

其中|𝑆𝑛−2|表示单位球的表面积.

如果粒子之间的作用位势𝜑(𝑟)是inverse-power law potentials时, 即粒子

之间的作用力和𝑟−𝑠 ( 其中𝑟是粒子之间的距离, 𝑠 > 2)成正比时, 在空间维数

为3时, 函数𝐵可以写为如下:

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝜎) = |𝑣 − 𝑣*|
𝑠−5
𝑠−1 𝑏(cos 𝜃) (8.1.20)

其中𝑏 > 0是除端点1以外的光滑函数, 而且在端点附近满足:

sin𝑛−2 𝜃𝑏(cos 𝜃) ≈ 𝐾

𝜃
𝑠+1
𝑠−1

当 𝜃 → 0, 𝐾 > 0. (8.1.21)

当 𝑠+1
𝑠−1 > 1时, 𝑏 在𝜃 = 0点有奇异性, 使得𝑏 不可积. 由于这个奇异性引起的困

难, Grad在接近𝜃 = 0点时引进一个角度截断, 这意味着我们用如下新的cross

section来代替(8.1.20)和(8.1.21)中的函数𝐵

�̃�(|𝑣 − 𝑣*|, 𝜎) = |𝑣 − 𝑣*|
𝑠−5
𝑠−1 �̃�(cos 𝜃) (8.1.22)
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其中�̃�是光滑的, 而且sin𝑛−2 𝜃�̃�(cos 𝜃)在接近𝜃 = 0可积. 这样,以后如果当𝐵是局

部可积的我们称其为cutoff cross section , 或者称为具有角截断假设；注意到

此假设是为了研究方便人为加的, 是不自然的. 如果𝐵像(8.1.21)有奇异性, 称

其为non cutoff cross section,或者称为没有角截断假设. 本章主要研究后一种

情形. 注意分解𝑄(𝑓, 𝑓) = 𝑄+(𝑓, 𝑓)−𝑄−(𝑓, 𝑓), 只有当𝐵是可积时(cutoff cross

section )才有意义, 其中

𝑄+(𝑓, 𝑓) =

∫︁
R𝑛

∫︁
S𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑓(𝑣′*)𝑓(𝑣′)𝑑𝜎𝑑𝑣*, (8.1.23)

𝑄−(𝑓, 𝑓) =

∫︁
R𝑛

∫︁
S𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑓(𝑣*)𝑓(𝑣)𝑑𝜎𝑑𝑣*, (8.1.24)

当𝐵是不可积时(non cutoff cross section ), 有时候方便起见,我们有时候也

把𝑄(𝑓, 𝑓)分解成𝑄+(𝑓, 𝑓)和𝑄−(𝑓, 𝑓)两部分, 这实际上没有意义的, 但作为计

算的中间步骤是合法的.

我们重点研究位势是inverse-power law potentials的模型, 此时函数𝐵可

以写为如下:

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝜎) = |𝑣 − 𝑣*|𝛾𝑏(cos 𝜃) (8.1.25)

如果𝛾 > 0, 称之为hard potentials; 通常地, 研究0 < 𝛾 6 2

如果𝛾 = 0, 称之为Maxwellian potentials;

如果−𝑛 < 𝛾 < 0, 称之为soft potentials, −2 < 𝛾 < 0 称为moderately soft

potentials, 𝛾 6 −2 称为very soft potentials.

最后注意当𝑠 = 2, 其作用位势𝜑(𝑟)变为Coulomb 位势, 这样会导致另外一

个方程Fokker-Planck-Landau 方程, 由于篇幅限制, 我们就不在本书中做详细

介绍了.

S8.2 Boltzmann方方方程程程的的的一一一些些些基基基本本本性性性质质质

本节我们度简单介绍一下Boltzmann方程常用的一些基本性质和其Fourier变

换形式, 具体可参看[35, 164].

1.碰撞算子的对称性,由公式(8.1.14)可得𝑓 ′*𝑓
′−𝑓*𝑓在变量变换𝜎 → −𝜎下

是不变的. 这样, 我们用𝐵的对称形式来代替𝐵

�̄�(𝑧, 𝜎) = {𝐵(𝑧, 𝜎) +𝐵(𝑧,−𝜎)}𝐼𝑧·𝜎>0
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这就是我们为什么在(8.1.19)中假设相对角度变化的范围是从0 到𝜋
2 , 事实上,

在(8.1.19)中𝐵 就是上式中的�̄�.

2. 变量变换(𝑣, 𝑣*, 𝜎) → (𝑣′, 𝑣′*, 𝑘) ( 其中𝑘 = 𝑣−𝑣*
|𝑣−𝑣*|) 的Jacobian行列式

为1, 既然𝜎 = 𝑣′−𝑣′*
|𝑣′−𝑣′*|

, 我们有时方便起见把此变量变化写为(𝑣, 𝑣*) → (𝑣′, 𝑣′*),

此变量变换称为pre-post collision 变量变换. 即令𝑓 = 𝑓(𝑣, 𝑣*, 𝑣
′, 𝑣′*, 𝜎), 那么有∫︁

R𝑛

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑓(𝑣, 𝑣*, 𝑣
′, 𝑣′*, 𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑓(𝑣′, 𝑣′*, 𝑣, 𝑣*, 𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

(8.2.1)

(8.2.1)意味着碰撞是微观可逆的.

3. 变量变换(𝑣, 𝑣*, 𝜎) → (𝑣*, 𝑣, 𝜎) 的Jacobian行列式为1. 即令𝑓 =

𝑓(𝑣, 𝑣*, 𝑣
′, 𝑣′*, 𝜎), 有∫︁

R𝑛

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑓(𝑣, 𝑣*, 𝑣
′, 𝑣′*, 𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=

∫︁
R𝑛

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑓(𝑣*, 𝑣, 𝑣
′
*, 𝑣

′, 𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

(8.2.2)

(8.2.2)意味着𝑣 和𝑣*地位是一样的.

这样如果𝜙(𝑣)是连续函数, 那么利用上面的两个变量变换, 我们有∫︁
R𝑛

𝑄(𝑔, 𝑓)𝜙(𝑣)𝑑𝑣

=

∫︁
R𝑛×R𝑛

∫︁
S𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝜎){𝑔(𝑣′*)𝑓(𝑣′)− 𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣)}𝜙(𝑣)𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=

∫︁
R𝑛×R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝜎)𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣)(𝜙(𝑣′)− 𝜙(𝑣))𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=
1

2

∫︁
R𝑛×R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣)(𝜙(𝑣
′
*) + 𝜙(𝑣′)− 𝜙(𝑣*)− 𝜙(𝑣))𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣.

(8.2.3)

如果令𝜙(𝑣) = 1, 𝑣𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ...𝑛, |𝑣|
2

2 , 利用上面的式子, 我们可以得到质量, 动

量和动能守恒∫︁
R𝑛

𝑄(𝑓, 𝑓)(𝑣)𝑑𝑣 = 0,

∫︁
R𝑛

𝑄(𝑓, 𝑓)(𝑣)𝑣𝑗𝑑𝑣 = 0,

∫︁
R𝑛

𝑄(𝑓, 𝑓)(𝑣)
|𝑣|2

2
𝑑𝑣 = 0.

(8.2.4)
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如果令𝜙(𝑣) = 𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑣), 首先定义熵耗散

𝐷(𝑓) = −
∫︁
R𝑛

𝑄(𝑓, 𝑓)(𝑣)𝑙𝑜𝑔𝑓(𝑣)𝑑𝑣

利用(𝐹 −𝐺)(𝑙𝑜𝑔𝐹 − 𝑙𝑜𝑔𝐺) > 0, 我们有

𝐷(𝑓) =
1

4

∫︁
R𝑛×R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝜎)
(︁
𝑓(𝑣′*)𝑓(𝑣

′)− 𝑓(𝑣*)𝑓(𝑣)
)︁

𝑙𝑜𝑔
(𝑓(𝑣′*)𝑓(𝑣

′)

𝑓(𝑣*)𝑓(𝑣)
𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣 > 0

(8.2.5)

这实际上是Boltzmann方程H定理的前半部分. 通常, 我们假设𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝜎) >
0, 这样(8.2.5)式中等号成立的充要条件是

𝑓(𝑣′*)𝑓(𝑣
′) = 𝑓(𝑣*)𝑓(𝑣). (8.2.6)

这样在对𝐵和𝑓相当弱的假设下, 有如下成立:

𝐷(𝑓) = 0 ⇐⇒ 𝑄(𝑓, 𝑓) = 0 ⇐⇒ 𝑓 =𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑣) (8.2.7)

𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑣) =𝑀𝜌,𝑢,𝑇 (𝑡, 𝑥, 𝑣) =
𝜌

(2𝜋𝑇 )𝑛/2
𝑒−

|𝑣−𝑢|2
2𝑇 (8.2.8)

其中𝜌 和𝑢分别是宏观密度和速度, 𝑇为温度. 𝑀称为Maxwellian, 是描述气体

在平衡态下速度的分布. 这里(𝜌, 𝑢, 𝑇 )是参数, 如果它们都是常数, 则称𝑀称为

整体(绝对)Maxwellian , 如果它们是(𝑥, 𝑡)的函数,则称𝑀称为局部Maxwellian.

显然整体(绝对)Maxwellian是没有外力𝐹作用的Boltzmann方程的稳态解.

下面,我们给出碰撞算子𝑄(𝑔, 𝑓)的Fourier变换形式,此形式首先是由Bobylev给

出的, 所以也称为Bobylev等式. 我们首先给出𝑄+(𝑔, 𝑓)的Fourier 变换形式. 对

任意的试验函数𝜙(𝑣), 利用(8.2.1)pre-post collision 变量变换, 可得∫︁
R𝑛

𝑄+(𝑔, 𝑓)𝜙(𝑣)𝑑𝑣

=

∫︁
R𝑛×R𝑛

∫︁
S𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣)𝜙(𝑣′)𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣
(8.2.9)

如果在(8.2.9)中, 令𝜙(𝑣) = 𝑒−𝑖𝑣𝜉, 有

ℱ(𝑄+(𝑔, 𝑓))(𝜉)

=

∫︁
R2𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣)𝑒−𝑖
𝑣+𝑣*

2
·𝜉𝑒−𝑖

|𝑣−𝑣*|
2

𝜎·𝜉𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

(8.2.10)
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此外,我们有如下等式:∫︁
𝑆𝑛−1

𝐹 (𝑘 · 𝜎, 𝑙 · 𝜎)𝑑𝜎 =

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐹 (𝑙 · 𝜎, 𝑘 · 𝜎)𝑑𝜎, |𝑙| = |𝑘| = 1. (8.2.11)

利用此等式, 可得∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑒−𝑖
|𝑣−𝑣*|

2
𝜎·𝜉𝑑𝜎

=

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑒−𝑖

|𝜉|
2
𝜎·(𝑣−𝑣*)𝑑𝜎

(8.2.12)

这样, 利用(8.2.12)和Fourier逆变换, 我们有

ℱ(𝑄+(𝑔, 𝑓))(𝜉)

=

∫︁
R2𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣)𝑒−𝑖

𝑣+𝑣*
2

·𝜉𝑒−𝑖
|𝜉|
2
𝜎·(𝑣−𝑣*)𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=

∫︁
R2𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣)𝑒−𝑖𝑣𝜉

+
𝑒−𝑖𝑣*𝜉

−
𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=

∫︁ (︁∫︁
R2𝑛

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑔(𝜂*)𝑓(𝜂)𝑒𝑖𝑣𝜂𝑒𝑖𝑣*𝜂*𝑒−𝑖𝑣𝜉

+
𝑒−𝑖𝑣*𝜉

−
𝑑𝜂*𝑑𝜂

)︁
𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=

∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝑔(𝜂*)𝑓(𝜂)
(︁∫︁

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑒𝑖𝑣(𝜂−𝜉+)𝑒𝑖𝑣*(𝜂*−𝜉

−)𝑑𝑣*𝑑𝑣
)︁
𝑑𝜎𝑑𝜂*𝑑𝜂,

(8.2.13)

其中, 这里

𝜉+ =
𝜉 + |𝜉|𝜎

2
, 𝜉− =

𝜉 − |𝜉|𝜎
2

(8.2.14)

首先定义𝛿 为Dirac函数, �̂�(|𝜉|, cos 𝜃) =
∫︀
R𝑛 𝐵(|𝑞|, cos 𝜃)𝑒−𝑖𝑞·𝜉为函数𝐵关于相

对速度Fourier变换. 做变量变换𝑞 = 𝑣 − 𝑣*,(︁∫︁
R2𝑛

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑒𝑖𝑣(𝜂−𝜉+)𝑒𝑖𝑣*(𝜂*−𝜉

−)𝑑𝑣*𝑑𝑣

=
(︁∫︁

R2𝑛

𝐵(|𝑞|, 𝜉
|𝜉|

· 𝜎)𝑒𝑖𝑣(𝜂*+𝜂−𝜉)𝑒−𝑖𝑞(𝜂*−𝜉−)𝑑𝑞𝑑𝑣

= �̂�(|𝜂* − 𝜉−|, 𝜉
|𝜉|

· 𝜎)𝛿(𝜂 = 𝜉 − 𝜂*)

(8.2.15)

这样由(8.2.15), 可得

ℱ(𝑄+(𝑔, 𝑓))(𝜉) =

∫︁
R𝑛×𝑆𝑛−1

𝑔(𝜂*)𝑓(𝜉 − 𝜂*)�̂�(|𝜂* − 𝜉−|, 𝜉
|𝜉|

· 𝜎))𝑑𝜎𝑑𝜂*

(8.2.16)
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令𝜉* = 𝜂* − 𝜉−, 我们有

ℱ(𝑄+(𝑔, 𝑓))(𝜉) =

∫︁
R𝑛×𝑆𝑛−1

𝑔(𝜉− + 𝜉*)𝑓(𝜉
+ − 𝜉*)�̂�(|𝜉*|,

𝜉

|𝜉|
· 𝜎))𝑑𝜎𝑑𝜉*

(8.2.17)

对于Maxwellian potentials (Maxwellian molecules)情形,即𝐵(|𝑧|, cos 𝜃) = 𝑏(cos 𝜃),

�̂�(|𝜉*|, cos 𝜃) = 𝛿(𝜉* = 0)𝑏(cos 𝜃). (8.2.18)

这样,

ℱ(𝑄+(𝑔, 𝑓))(𝜉) =

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑔(𝜉−)𝑓(𝜉+)𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑑𝜎 (8.2.19)

关于𝑄−(𝑔, 𝑓) 的Fourier变换, 当𝐵(|𝑧|, cos 𝜃) = 𝑏(cos 𝜃)时, 很容易地可得

ℱ(𝑄−(𝑔, 𝑓))(𝜉) =

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑔(0)𝑓(𝜉)𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑑𝜎 (8.2.20)

S8.3 没没没有有有角角角截截截断断断假假假设设设下下下碰碰碰撞撞撞算算算子子子的的的性性性质质质

本节主要研究cross section 𝐵 形如(8.1.8) 和(8.1.9)时, 𝑄(𝑔, 𝑓)的性质. 主

要证明在分布意义下, 碰撞算子可分解成一个正则部分((−Δ)𝜈/2算子作用

的)和一个可控制的部分, 具体细节有兴趣的读者可参看[2]. 首先给出如下标准

的范数定义

‖𝑓‖𝐿𝑝
𝑟
= ‖𝑓(𝑣)⟨𝑣⟩𝑟‖𝐿𝑝 , 1 6 𝑝 6∞, 𝑟 ∈ R,

‖𝑓‖𝐿log𝐿 =

∫︁
R𝑛

𝑓 log(1 + 𝑓)𝑑𝑣

首先, 假设𝑓 ∈ 𝐻2(R𝑛), 有(︁
𝑄(𝑔, 𝑓), 𝑓

)︁
𝐿2

=

∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣)(𝑓(𝑣′)− 𝑓(𝑣))𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=
1

2

∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑔(𝑣*)(𝑓2(𝑣′)− 𝑓2(𝑣))𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

− 1

2

∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑔(𝑣*)(𝑓(𝑣′)− 𝑓(𝑣))2𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

(8.3.1)

对(8.3.1)式中的第一项, 我们有如下引理.
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引引引理理理8.3.1. (Cancellation Lemma) 假设𝑣* ∈ R𝑛, 则有∫︁
R𝑛×𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝑘 · 𝜎)(𝑓2(𝑣′)− 𝑓2(𝑣))𝑑𝜎𝑑𝑣 = (𝑓2 *𝐴)(𝑣*) (8.3.2)

其中

𝑘 =
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

(8.3.3)

𝐴(𝑧) = 𝑆𝑛−2

∫︁ 𝜋
2

0
sin𝑛−2 𝜃

(︁ 1

cos𝑛 𝜃
2

𝐵(
|𝑧|

cos 𝜃2
, cos 𝜃)−𝐵(|𝑧|, cos 𝜃)

)︁
𝑑𝜃 (8.3.4)

证明.为了运算方便起见, 我们不妨假设𝐵在球面上是可积的. 否则, 我们

可取一列在球面上是可积的函数�̃�𝑗 , 使得lim𝑗→∞ �̃�𝑗 = 𝐵. 首先, 我们有

𝑣′ =
𝑣 + 𝑣*

2
+

|𝑣 − 𝑣*|
2

𝜎 = 𝑣* +
|𝑣 − 𝑣*|

2
(𝑘 + |𝑘|𝜎)

给定𝜎和𝑣*, 做变量变换𝑣 → 𝑣′, 注意到此变量变换定义在cos 𝜃 > 0的集合上.

定义𝑘′ = 𝑣′−𝑣*
|𝑣′−𝑣*| , 那么此变量变换的Jacobian为:⃒⃒⃒𝑑𝑣′

𝑑𝑣

⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒1
2
𝐼 +

1

2
𝑘 ⊗ 𝜎

⃒⃒⃒
=

1

2𝑛
(1 + 𝑘 · 𝜎) = (𝑘′ · 𝜎)

2𝑛−1
(8.3.5)

其中

𝑘′ · 𝜎 = cos
𝜃

2
>

1√
2

定义逆变换𝜓𝜎 : 𝑣′ → 𝜓𝜎(𝑣
′) = 𝑣, 这样由图??, 可得|𝑣* − 𝜓𝜎(𝑣

′)| = |𝑣′−𝑣*|
𝑘′·𝜎 , 再

令𝑣′ = 𝑣, 则有如下:

|𝑣* − 𝜓𝜎(𝑣)| =
|𝑣 − 𝑣*|
𝑘 · 𝜎

(8.3.6)

这样应用上面这些变换到(8.3.2)式左边的第一项(事实上,下面的运算只是形式

的推导, 为了保证运算的合法性, 需要一列在球面上是可积的函数来逼近原函

数𝐵), 然后再令𝑣′ = 𝑣, 可得∫︁
R𝑛×𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝑘 · 𝜎)𝑔(𝑣*)𝑓2(𝑣′)𝑑𝜎𝑑𝑣

=

∫︁
R𝑛×𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 2(𝑘′ · 𝜎)2 − 1)𝑔(𝑣*)𝑓
2(𝑣′)| 𝑑𝑣

𝑑𝑣′
|𝑑𝜎𝑑𝑣′

=

∫︁
𝑘′·𝜎> 1√

2

𝐵(|𝜓𝜎(𝑣′)− 𝑣*|, 2(𝑘′ · 𝜎)2 − 1)𝑔(𝑣*)𝑓
2(𝑣′)

2𝑛−1

(𝑘′ · 𝜎)2
𝑑𝜎𝑑𝑣′

=

∫︁
𝑘·𝜎> 1√

2

𝐵(|𝜓𝜎(𝑣)− 𝑣*|, 2(𝑘 · 𝜎)2 − 1)𝑔(𝑣*)𝑓
2(𝑣)

2𝑛−1

(𝑘 · 𝜎)2
𝑑𝜎𝑑𝑣

(8.3.7)
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利用三角等式2𝑛−2 sin𝑛−2 𝜃
2 cos

𝑛−2 𝜃
2 = sin𝑛−2 𝜃和球面积分公式, 有∫︁

𝑘·𝜎> 1√
2

𝐵(|𝜓𝜎(𝑣)− 𝑣*|, 2(𝑘 · 𝜎)2 − 1)
2𝑛−1

(𝑘 · 𝜎)2
𝑑𝜎

=

∫︁
𝑘·𝜎> 1√

2

𝐵(
|𝑣 − 𝑣*|
𝑘 · 𝜎

, 2(𝑘 · 𝜎)2 − 1)
2𝑛−1

(𝑘 · 𝜎)2
𝑑𝜎

= |𝑆𝑛−2|
∫︁ 𝜋

4

0
sin𝑛−2 𝜃𝐵(

|𝑣 − 𝑣*|
cos 𝜃

, cos 2𝜃)
2𝑛−1

cos2 𝜃
𝑑𝜃

= |𝑆𝑛−2|
∫︁ 𝜋

2

0
sin𝑛−2 𝜃

2
𝐵(

|𝑣 − 𝑣*|
cos 𝜃2

, cos 𝜃)
2𝑛−2

cos2 𝜃2
𝑑𝜃

= |𝑆𝑛−2|
∫︁ 𝜋

2

0

sin𝑛−2 𝜃

cos𝑛 𝜃
2

𝐵(
|𝑣 − 𝑣*|
cos 𝜃2

, cos 𝜃)𝑑𝜃

(8.3.8)

这样定义:

𝐴(𝑣 − 𝑣*)

= 𝑆𝑛−2

∫︁ 𝜋
2

0
sin𝑛−2 𝜃

(︁ 1

cos𝑛 𝜃
2

𝐵(
|𝑣 − 𝑣*|
cos 𝜃2

, cos 𝜃)−𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, cos 𝜃)
)︁
𝑑𝜃.

(8.3.9)

这样就完成了引理的证明. �

注注注记记记8.3.2. 事实上, 如果𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝑘 · 𝜎) = |𝑣 − 𝑣*|𝛾𝑏(𝑘 · 𝜎), 那么

𝐴(𝑣 − 𝑣*)

= 𝑆𝑛−2

∫︁ 𝜋
2

0
sin𝑛−2 𝜃

(︁ 1

cos𝑛 𝜃
2

(
|𝑣 − 𝑣*|
cos 𝜃2

)𝛾𝑏(cos 𝜃)− |𝑣 − 𝑣*|𝛾𝑏(cos 𝜃)
)︁
𝑑𝜃

= 𝑆𝑛−2

∫︁ 𝜋
2

0
sin𝑛−2 𝜃|𝑣 − 𝑣*|𝛾𝑏(cos 𝜃)(

1

cos𝛾+𝑛 𝜃
2

− 1)𝑑𝜃

(8.3.10)

注意到𝛾 > −𝑛时,上式为正, 当𝛾 = −𝑛变为Coulomb 位势, 我们需要另外的更

为细致的估计.

利用引理8.3.1可得如下: 如果0 6 𝛾 6 2∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝑘 · 𝜎)𝑔(𝑣*)(𝑓2(𝑣′)− 𝑓2(𝑣))𝑑𝜎𝑑𝑣𝑑𝑣*

6 𝐶‖𝑔‖𝐿1
2
‖𝑓‖𝐿2

1

(8.3.11)
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下面,我们考虑(8.3.1)式中的第二项,为了计算简单起见,只考虑Maxwellian

molecules情形下, 即cross section 𝐵(|𝑣 − 𝑣*|, 𝑘 · 𝜎) = 𝑏(𝑘 · 𝜎).

引引引理理理8.3.3. 设𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑛), 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑛), 那么有如下的Plancherel 类型的

等式:∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝑏(
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑔(𝑣*)(𝑓(𝑣′)− 𝑓(𝑣))2𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=

∫︁
R𝑛×𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)
(︁
𝑔(0)|𝑓(𝜉)|2 + 𝑔(0)|𝑓(𝜉+)|2

− 𝑔(𝜉−)𝑓(𝜉+)𝑓(𝜉)− 𝑔(𝜉−)𝑓(𝜉+)𝑓(𝜉)
)︁
𝑑𝜉𝑑𝜎.

(8.3.12)

证明.在这里,为了运算方便, 我们还是不妨假设𝑏可积的. 首先, 我们有

(𝑓(𝑣′)− 𝑓(𝑣))2 = 𝑓2(𝑣′)− 2𝑓(𝑣′)𝑓(𝑣) + 𝑓2(𝑣). (8.3.13)

对(8.3.13)式中的第二项2𝑓(𝑣′)𝑓(𝑣),利用pre-post collision变量变换和Bobylev等

式, 有∫︁
𝑏(𝑘 · 𝜎)𝑔(𝑣*)𝑓(𝑣′)𝑓(𝑣)𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣 =

∫︁
𝑄+(𝑔, 𝑓)𝑓𝑑𝑣 = (𝑄+(𝑔, 𝑓), 𝑓)𝐿2

= (ℱ𝑄+(𝑔, 𝑓),ℱ𝑓)𝐿2 =
1

2

∫︁
𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑔(𝜉−)𝑓(𝜉+)𝑓(𝜉) + 𝑔(𝜉−)𝑓(𝜉+)𝑓(𝜉)

)︁
𝑑𝜉𝑑𝜎

(8.3.14)

对(8.3.13)式中的第三项𝑓2(𝑣), 利用
∫︀
𝑆𝑛−1 𝑏(𝑘 · 𝜎)𝑑𝜎不依赖单位向量𝑘, 我们有∫︁

𝑏(𝑘 · 𝜎)𝑔(𝑣*)𝑓2(𝑣)𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣 =

∫︁
𝑠𝑛−1

𝑏(𝑘 · 𝜎)𝑑𝜎
∫︁
R𝑛

𝑔(𝑣*)𝑑𝑣*

∫︁
R𝑛

𝑓2(𝑣)𝑑𝑣

=

∫︁
𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑔(0)|𝑓(𝜉)|2𝑑𝜉𝑑𝜎

(8.3.15)

对(8.3.13)式中的第一项𝑓2(𝑣′), 做变量变换(𝑣 − 𝑣*, 𝑣*) → (𝑣1, 𝑣*), 然后令𝑣1 =

𝑣, 最后类似于引理8.3.1的证明那样做变量变换𝑣 → 𝑣′∫︁
𝑏(
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑔(𝑣*)𝑓2(
𝑣 + 𝑣*

2
+

|𝑣 − 𝑣*|
2

𝜎)𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=

∫︁
𝑏(
𝑣1
|𝑣1|

· 𝜎)𝑔(𝑣*)|𝜏−𝑣*𝑓(
𝑣1 + |𝑣1|𝜎

2
)|2𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣1

=

∫︁
𝑏(
𝑣

|𝑣|
· 𝜎)𝑔(𝑣*)|𝜏−𝑣*𝑓(

𝑣 + |𝑣|𝜎
2

)|2𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=

∫︁
𝑏(𝜓(𝑣′, 𝜎)𝑔(𝑣*)

2𝑛−1

( 𝑣
′

|𝑣′| · 𝜎)2
|𝜏−𝑣*𝑓(𝑣′)|2𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣′,

(8.3.16)



· 246 · 第八章 没有角截断假设下Boltzmann方程的弱解的正则性问题

其中

𝜓(𝑣′, 𝜎) = 2(
𝑣′

|𝑣′|
· 𝜎)2 − 1, 𝜏−𝑣*𝑓 = 𝑓(𝑣*+).

这样利用
∫︀
𝑆𝑛−1 𝑏(𝑘 · 𝜎)不依赖单位向量𝑘和|ℱ(𝜏ℎ𝑓)| = |ℱ(𝑓)|, 再类似于引

理8.3.1的证明那样做变量变换𝜉 → 𝜉+, 可得

(8.3.16) =

∫︁
𝑔(𝑣*)

(︁∫︁
𝑏(𝜓(𝜉, 𝜎)

2𝑛−1

( 𝜉|𝜉| · 𝜎)2
|𝑓(𝜉)|2𝑑𝜎𝑑𝜉

)︁
𝑑𝑣*

= 𝑔(0)

∫︁
𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)|𝑓(𝜉+)|2𝑑𝜎𝑑𝜉.

(8.3.17)

这样综合(8.3.13),(8.3.14),(8.3.15)和(8.3.17), 可得(8.3.12). �

推推推论论论8.3.4. 设𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑛), 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑛), 𝑓 > 0. 那么∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝑏(
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑔(𝑣*)(𝑓(𝑣′)− 𝑓(𝑣))2𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

>
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2
∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)(𝑔(0)− |𝑔(𝜉−)|)𝑑𝜎𝑑𝜉

(8.3.18)

证明.利用引理8.3.3和如下不等式,

|𝑓(𝜉+)|2 + |𝑓(𝜉)|2 > |𝑓(𝜉)|2

我们可得到推论8.3.4. �

引引引理理理8.3.5. 设𝑏 满足(8.1.21), 常数𝐶𝑔依赖于𝑛, ‖𝑔‖𝐿1
1
, ‖𝑔‖𝐿𝑙𝑜𝑔𝐿和𝑏, 那么

当|𝜉| > 1时, 有 ∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)(𝑔(0)− |𝑔(𝜉−)|)𝑑𝜎 > 𝐶𝑔|𝜉|𝜈 (8.3.19)

引理8.3.5是由如下两个引理的推论. 下面我们经常用到常数𝐶𝑔表示依赖

于𝑛, ‖𝑔‖𝐿1
1
, ‖𝑔‖𝐿𝑙𝑜𝑔𝐿和𝑏.

引引引理理理8.3.6. 存在依赖于𝑛, ‖𝑔‖𝐿1
1
和‖𝑔‖𝐿𝑙𝑜𝑔𝐿的常数𝐶𝑔使得

𝑔(0)− 𝑔(𝜉) > 𝐶𝑔(|𝜉|2 ∧ 1) (8.3.20)
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证明.对某个𝜃 ∈ R, 我们有

𝑔(0)− 𝑔(𝜉)

=

∫︁
R𝑛

𝑔(𝑣)(1− cos(𝑣 · 𝜉 + 𝜃))𝑑𝑣

= 2

∫︁
R𝑛

𝑔(𝑣) sin2(
𝑣 · 𝜉 + 𝜃

2
)𝑑𝑣

> 2 sin2 𝜀

∫︁
|𝑣|6𝑟,∀𝑝∈Z,|𝑣·𝜉+𝜃−2𝑝𝜋|>2𝜀

𝑔(𝑣)𝑑𝑣

> 2 sin2 𝜀
{︁
‖𝑔‖𝐿1 −

‖𝑔‖𝐿1
1

𝑟
−
∫︁
|𝑣|6𝑟,∀𝑝∈Z,|𝑣·𝜉+𝜃−2𝑝𝜋|62𝜀

𝑔(𝑣)𝑑𝑣
}︁

> 2 sin2 𝜀
{︁
‖𝑔‖𝐿1 −

‖𝑔‖𝐿1
1

𝑟
− sup

|𝐴|6 4𝜀
|𝜉| (2𝑟)

𝑛−1(1+
𝑟|𝜉|
𝜋

)

∫︁
𝐴
𝑔(𝑣)𝑑𝑣

}︁

(8.3.21)

当|𝜉| > 1, 取如下常数我们可得引理

𝐶𝑔 = 2 sin2 𝜀
{︁
‖𝑔‖𝐿1 −

‖𝑔‖𝐿1
1

𝑟
− sup

|𝐴|64𝜀(2𝑟)𝑛−1+ 2𝜀
𝜋
(2𝑟)𝑛

∫︁
𝐴
𝑔(𝑣)𝑑𝑣

}︁
(8.3.22)

当|𝜉| 6 1, 令𝛿 = 𝜀
|𝜉| , 取如下常数我们可得引理

𝐶𝑔 = 2𝛿2 inf
|𝜉|61

sin2(𝛿|𝜉|)
𝛿2|𝜉|2

{︁
‖𝑔‖𝐿1 −

‖𝑔‖𝐿1
1

𝑟
− sup

|𝐴|64𝜀(2𝑟)𝑛−1(1+ 𝑟
𝜋
)

∫︁
𝐴
𝑔(𝑣)𝑑𝑣

}︁
(8.3.23)

�

引引引理理理8.3.7. 如果如下成立

sin𝑛−2 𝜃𝑏(cos 𝜃) ≈ 𝐾(𝜈)

𝜃1+𝜈
当 𝜃 → 0, 𝐾(𝜈) > 0. (8.3.24)

那么, 当|𝜉| > 1, 我们有∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)(|𝜉−|2 ∧ 1)𝑑𝜎 > 𝐾(𝜈)|𝜉|𝜈 (8.3.25)

证明.我们首先注意到

|𝜉−|2 = |𝜉|2

2
(1− 𝜉

|𝜉|
· 𝜎)
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由球面坐标变换, 可找到某个𝜃0 > 0, 使得∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)(|𝜉−|2 ∧ 1)𝑑𝜎

= 𝑆𝑛−2

∫︁ 𝜋
2

0
sin𝑛−2 𝜃𝑏(cos 𝜃)

(︁ |𝜉|2
2

(1− cos 𝜃) ∧ 1
)︁
𝑑𝜃

>
𝐾

2
|𝑆𝑛−2|

∫︁ 𝜃0

0
(
|𝜉|2𝜃2

2
∧ 1)

𝑑𝜃

𝜃1+𝜈

(8.3.26)

作变量变换𝜃 → |𝜉|𝜃, 可得(8.3.26)式中的积分为

|𝜉|𝜈
∫︁ 𝜃0

0
(
𝜃2

2
∧ 1)

𝑑𝜃

𝜃1+𝜈
(8.3.27)

这样, 取如下常数可得引理

𝐾

2
|𝑆𝑛−2|

∫︁ 𝜃0

0
(
𝜃2

2
∧ 1)

𝑑𝜃

𝜃1+𝜈

�

这样利用引理8.3.3, 推论8.3.4和引理8.3.5可得关于(8.3.1)式中的第二项有

如下的下界∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝑏(
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑔(𝑣*)(𝑓(𝑣′)− 𝑓(𝑣))2𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣 > 𝐶𝑔‖𝑓‖2𝐻𝜈/2 (8.3.28)

S8.4 没没没有有有角角角截截截断断断假假假设设设下下下弱弱弱解解解的的的正正正则则则性性性

本节主要给出本章第三节内容的应用, 将要证明如下没有角截断假设下齐

次空间情形下Boltzmann方程的弱解的正则性.{︃
𝜕𝑡𝑓(𝑡, 𝑣) = 𝑄(𝑓, 𝑓)(𝑡, 𝑣), 𝑡 > 0, 𝑣 ∈ R𝑛,

𝑓(0, 𝑣) = 𝑓0(𝑣),
(8.4.1)

其中cross section 𝐵满足

𝐵(|𝑣 − 𝑣*|,
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎) = |𝑣 − 𝑣*|𝛾𝑏(
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)

sin𝑛−2 𝜃𝑏(cos 𝜃) ≈ 𝐾(𝜈)

𝜃1+𝜈
当 𝜃 → 0, 𝐾(𝜈) > 0.
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由(8.2.4), 我们可得Cauchy问题(8.4.1)的解𝑓(𝑡, 𝑣)满足如下的质量, 动量和动能

守恒 ∫︁
R𝑛

𝑓(𝑡, 𝑣)𝑑𝑣 =

∫︁
R𝑛

𝑓0(𝑣)𝑑𝑣 (8.4.2)∫︁
R𝑛

𝑓(𝑡, 𝑣)𝑣𝑗𝑑𝑣 =

∫︁
R𝑛

𝑓0(𝑣)𝑣𝑗𝑑𝑣, 𝑗 = 1, 2...𝑛 (8.4.3)∫︁
R𝑛

𝑓(𝑡, 𝑣)
|𝑣|2

2
𝑑𝑣 =

∫︁
R𝑛

𝑓0(𝑣)
|𝑣|2

2
𝑑𝑣 (8.4.4)

关于Cauchy问题(8.4.1)的熵弱解的存在性, Villani[162]在1998年得到当

初始值的质量, 动量和动能满足如下自然的条件下:∫︁
R𝑛

𝑓0(𝑣)[1 + |𝑣|2 + log(1 + 𝑓0(𝑣))]𝑑𝑣 < +∞, (8.4.5)

则可以构造出如下的一种熵弱解𝑓(𝑡, 𝑣):

𝑓(𝑡, 𝑣) > 0, 𝑓(𝑡, 𝑣) ∈ 𝐶(R+,𝒮 ′); 𝑡 > 0, 𝑓(𝑡, 𝑣) ∈ 𝐿1
2

⋂︁
𝐿log𝐿

𝑓(𝑡, 𝑣) ∈ 𝐿1([0, 𝑇 ];𝐿1
2+𝛾), 𝑓(0, 𝑣) = 𝑓0(𝑣)∫︁

R𝑛

𝑓(𝑡, 𝑣)𝜓(𝑣)𝑑𝑣 =

∫︁
R𝑛

𝑓0(𝑣)𝜓(𝑣)𝑑𝑣, 𝜓(𝑣) = 1, 𝑣𝑗 ,
|𝑣|2

2∫︁
R𝑛

𝑓(𝑡, 𝑣)log𝑓(𝑡, 𝑣)𝑑𝑣 6
∫︁
R𝑛

𝑓0(𝑣)log𝑓0(𝑣)𝑑𝑣

∫︁
R𝑛

𝑓(𝑡, 𝑣)𝜙(𝑡, 𝑣)𝑑𝑣 −
∫︁
R𝑛

𝑓0(𝑣)𝜙(0, 𝑣)𝑑𝑣 −
∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R𝑛

𝑓(𝜏, 𝑣)𝜕𝜏𝜙(𝜏, 𝑣)𝑑𝑣

=

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R𝑛

𝑄(𝑓, 𝑓)(𝜏, 𝑣)𝜙(𝜏, 𝑣)𝑑𝑣, ∀𝜙(𝑡, 𝑣) ∈ 𝐶1(R+;𝐶∞
0 (R𝑛))

由于上式右边最后的积分可以被如下定义∫︁
R𝑛

𝑄(𝑓, 𝑓)(𝜏, 𝑣)𝜙(𝜏, 𝑣)𝑑𝑣

=
1

2

∫︁
R2𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝐵𝑓(𝑣*)𝑓(𝑣)(𝜙(𝑣
′
*) + 𝜙(𝑣′)− 𝜙(𝑣*)− 𝜙(𝑣))𝑑𝑣𝑑𝑣*𝑑𝜎

由此可得试验函数𝜙可属于空间𝐿∞([0, 𝑇 ];𝑊 2,∞).

这样本节将要研究: 如果Cauchy问题(8.4.1)的熵弱解已经存在性, 且满足

如下的自然的条件∫︁
R𝑛

𝑓(𝑡, 𝑣)[1 + |𝑣|2 + log(1 + 𝑓(𝑡, 𝑣))]𝑑𝑣 < +∞, (8.4.6)



· 250 · 第八章 没有角截断假设下Boltzmann方程的弱解的正则性问题

那么此熵弱解是否具有正则性, 即如果初始值不光滑, 那么当𝑡 > 0时, 熵弱

解𝑓(𝑡, 𝑣)是否关于𝑣是光滑的呢? 本节将证明在Maxwellian molecules情形下,

即cross section 𝐵(|𝑣− 𝑣*|, 𝑘 · 𝜎) = 𝑏(𝑘 · 𝜎), Cauchy问题(8.4.1)的熵弱解属于空

间𝐻+∞
𝑣 ; 对于hard potentials, 目前只有在modified hard potentials情形有些结

果, 感兴趣的读者可以参看[4, 36, 65]. 对于soft potentials情形, 目前基本上没

有结果. 本节主要介绍一种称为乘子的方法, 即首先构造一个（一组）合适的

乘子, 然后主要考虑乘子对应的拟微分算子和碰撞算子𝑄(𝑓, 𝑓)组成的交换子的

估计.

首先, 我们介绍一种称为二进制分解的方法, 可参看文献[3]. 二进制分解

如同第一章第三节定义的那样: supp𝜙𝑘 ⊂ {𝜉 : 2𝑘−1 6 |𝜉| 6 2𝑘+1}, 𝑘 ∈ N,
supp𝜙0 ⊂ {𝜉 : |𝜉| 6 2},

∑︀∞
𝑘=0 𝜙𝑘 = 1; 不妨假设𝜙𝑘是径向函数, 即存在径向

函数𝜙满足𝜙𝑘(|𝜉|) = 𝜙𝑘(𝜉). 此外还假设: 对于多重指标𝛼, 存在常数𝐶𝛼使得如

下成立

2𝑘|𝛼||𝐷𝛼𝜙𝑘(𝜉)| 6 𝐶𝛼, 𝑘 = 0, 1, 2...; 𝜉 ∈ R𝑛. (8.4.7)

定义二进制分解算子

̂︂△𝑘𝑓(𝜉) = 𝜙𝑘(𝜉)𝑓(𝜉), 𝑘 = 0, 1, 2...; 𝜉 ∈ R𝑛.

引引引理理理8.4.1. 假设初始值𝑓0(𝑣) 满足(8.4.5),cross section 𝐵(|𝑣− 𝑣*|, 𝑘 ·𝜎) =
𝑏(𝑘 · 𝜎), 而且

sin𝑛−2 𝜃𝑏(cos 𝜃) ≈ 𝐾

𝜃1+𝜈
当 𝜃 → 0, 𝐾 > 0. (8.4.8)

令𝑓(𝑡, 𝑣)是Cauchy问题(8.4.1)的熵弱解, 且满足(8.4.6), 那么有

(△𝑘𝑄(𝑓, 𝑓),△𝑘𝑓)𝐿2 − (𝑄(𝑓,△𝑘𝑓),△𝑘𝑓)𝐿2 6 𝐶‖𝑓0‖𝐿1(

𝑘+1∑︁
𝑗=𝑘−2

‖△𝑘𝑓‖𝐿2)

(8.4.9)

(△𝑘𝑓,△𝑘𝑄(𝑓, 𝑓))𝐿2 − (△𝑘𝑓,𝑄(𝑓,△𝑘𝑓))𝐿2 6 𝐶‖𝑓0‖𝐿1(

𝑘+1∑︁
𝑗=𝑘−2

‖△𝑘𝑓‖𝐿2)

(8.4.10)

注注注记记记8.4.2. 根据弱解的定义, 如果𝑓(𝑡, 𝑣)是弱解, 我们选取△𝑘𝑓作为试验

函数(△𝑘𝑓 ∈ 𝐿∞([0, 𝑇 ];𝑊 2,∞)), 这样保证了(8.4.9)和(8.4.10)式中左边的内积

是有意义的.因为除非𝑓 ∈ 𝐻2(R𝑛), 否则直接选取𝑓(𝑡, 𝑣)作为试验函数是没有意
义的. 这实际上也是我们为什么要用乘子方法的原因, 主要是保证运算是有意

义的.
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证明.

我们只需证明(8.4.9), (8.4.10)的证明与之相类似. 首先用Fourier变换作用

于Boltzmann方程(8.4.1)上, 那么由(8.2.19)和(8.2.20) (Bobylev等式) 可得

𝜕𝑡𝑓(𝜉) = 𝑄(𝑓, 𝑓)(𝜉) =

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)
(︁
𝑓(𝜉−)𝑓(𝜉+)− 𝑓(0)𝑓(𝜉)

)︁
𝑑𝜎 (8.4.11)

(8.4.11)式两边乘𝜙𝑘(𝜉), 可得

𝜕𝑡̂︂△𝑘𝑓(𝜉) = ̂△𝑘𝑄(𝑓, 𝑓)(𝜉)

=

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)
(︁
𝑓(𝜉−)𝑓(𝜉+)𝜙𝑘(𝜉)− 𝑓(0)𝑓(𝜉)𝜙𝑘(𝜉)

)︁
𝑑𝜎

(8.4.12)

那么,

𝜕𝑡(̂︂△𝑘𝑓, ̂︂△𝑘𝑓)𝐿2 = ( ̂△𝑘𝑄(𝑓, 𝑓), ̂︂△𝑘𝑓)𝐿2 + (̂︂△𝑘𝑓, ̂△𝑘𝑄(𝑓, 𝑓))𝐿2

=

∫︁
R𝑛

(𝜕𝑡̂︂△𝑘𝑓)̂︂△𝑘𝑓𝑑𝜉 +

∫︁
R𝑛

̂︂△𝑘𝑓𝜕𝑡̂︂△𝑘𝑓𝑑𝜉

=

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)
(︁
𝑓(𝜉−)𝑓(𝜉+)𝜙2

𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)− 𝑓(0)𝑓(𝜉)𝜙2
𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)

)︁
𝑑𝜎𝑑𝜉

+

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)
(︁
𝑓(𝜉−)𝑓(𝜉+)𝜙2

𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)− 𝑓(0)𝑓(𝜉)𝜙2
𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)

)︁
𝑑𝜎𝑑𝜉

(8.4.13)

此外, 我们有

̂𝑄(𝑓,△𝑘𝑓)(𝜉) =

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)
(︁
𝑓(𝜉−)𝜙𝑘(𝜉

+)𝑓(𝜉+)− 𝑓(0)𝜙𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)
)︁
𝑑𝜎

(8.4.14)

( ̂𝑄(𝑓,△𝑘𝑓), ̂︂△𝑘𝑓)𝐿2 + (̂︂△𝑘𝑓, ̂𝑄(𝑓,△𝑘𝑓))𝐿2

=

∫︁ ∫︁
𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)
(︁
𝑓(𝜉−)𝜙𝑘(𝜉

+)𝑓(𝜉+)𝜙𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)− 𝑓(0)𝑓(𝜉)𝜙2
𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)

)︁
𝑑𝜎𝑑𝜉

+

∫︁ ∫︁
𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)
(︁
𝑓(𝜉−)𝜙𝑘(𝜉

+)𝑓(𝜉+)𝜙𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)− 𝑓(0)𝑓(𝜉)𝜙2
𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)

)︁
𝑑𝜎𝑑𝜉

(8.4.15)

那么, 由(8.4.13)和(8.4.15)可得

( ̂△𝑘𝑄(𝑓, 𝑓), ̂︂△𝑘𝑓)𝐿2 − ( ̂𝑄(𝑓,△𝑘𝑓), ̂︂△𝑘𝑓)𝐿2

=

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑓(𝜉−)𝑓(𝜉+)(𝜙𝑘(𝜉)− 𝜙𝑘(𝜉

+))𝜙𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜎𝑑𝜉
(8.4.16)
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首先由𝜉+和𝜉−的定义, 有

𝜉+ =
𝜉 + |𝜉|𝜎

2
, |𝜉+| = |𝜉| cos 𝜃

2
,
𝜉

|𝜉|
· 𝜎 = cos 𝜃, 0 6 𝜃 6

𝜋

2

|𝜉|2

2
6 |𝜉+|2 6 |𝜉|2, |𝜉|2 − |𝜉+|2 = |𝜉−|2 = |𝜉|2 sin2 𝜃

2

在上(8.4.16)式积分中注意到2𝑘−1 6 |𝜉| 6 2𝑘+1, 由𝜉+的定义可得2𝑘−2 6 |𝜉+| 6
2𝑘+1. 那么

𝑓(𝜉+) = △̂𝑘−2𝑓(𝜉
+) + △̂𝑘−1𝑓(𝜉

+) + ̂︂△𝑘𝑓(𝜉
+) + △̂𝑘+1𝑓(𝜉

+) (8.4.17)

利用|𝑓(𝜉−)| 6 ‖𝑓‖𝐿1 6 ‖𝑓0‖𝐿1 , 可得(8.4.16)可以被如下控制

‖𝑓0‖𝐿1

∫︁
2𝑘−16|𝜉|62𝑘+1

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)|̂︂△𝑘𝑓(𝜉

+)||𝐴𝑘𝜉 ||̂︂△𝑘𝑓(𝜉)|𝑑𝜎𝑑𝜉 (8.4.18)

+ ‖𝑓0‖𝐿1

∫︁
2𝑘−16|𝜉|62𝑘+1

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)|△̂𝑘−2𝑓(𝜉

+)||𝐴𝑘𝜉 ||̂︂△𝑘𝑓(𝜉)|𝑑𝜎𝑑𝜉

(8.4.19)

+ ‖𝑓0‖𝐿1

∫︁
2𝑘−16|𝜉|62𝑘+1

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)|△̂𝑘−1𝑓(𝜉

+)||𝐴𝑘𝜉 ||̂︂△𝑘𝑓(𝜉)|𝑑𝜎𝑑𝜉

(8.4.20)

+ ‖𝑓0‖𝐿1

∫︁
2𝑘−16|𝜉|62𝑘+1

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)|△̂𝑘+1𝑓(𝜉

+)||𝐴𝑘𝜉 ||̂︂△𝑘𝑓(𝜉)|𝑑𝜎𝑑𝜉

(8.4.21)

由(8.4.7), 可得

|𝐴𝑘𝜉 | = |𝜙𝑘(𝜉)− 𝜙𝑘(𝜉
+)| 6 |𝜙𝑘(|𝜉|)− 𝜙𝑘(|𝜉+|)|

.
1

2𝑘
(|𝜉| − |𝜉+|) . 1

2𝑘
|𝜉|2 − |𝜉+|2

|𝜉|+ |𝜉+|
. sin2

𝜃

2

(8.4.22)

我们只估计(8.4.18)式, (8.4.19)-(8.4.21)的估计可以类似地得到. 利用(8.4.22)

和Hölder 不等式, 可得(8.4.18)式被控制如下

‖𝑓0‖𝐿1

∫︁
2𝑘−16|𝜉|62𝑘+1

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)|̂︂△𝑘𝑓(𝜉

+)||𝐴𝑘𝜉 ||̂︂△𝑘𝑓(𝜉)|𝑑𝜎𝑑𝜉

. ‖𝑓0‖𝐿1

∫︁
R𝑛

|̂︂△𝑘𝑓(𝜉)|
∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎) sin2 𝜃

2
|̂︂△𝑘𝑓(𝜉

+)|𝑑𝜎𝑑𝜉

. ‖𝑓0‖𝐿1

(︁∫︁
|̂︂△𝑘𝑓(𝜉)|2𝑑𝜉

)︁1/2{︁∫︁ (︁∫︁
𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎) sin2 𝜃

2
|̂︂△𝑘𝑓(𝜉

+)|𝑑𝜎
)︁2
𝑑𝜉
}︁1/2

. ‖𝑓0‖𝐿1‖△𝑘𝑓‖2𝐿2

(8.4.23)
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其中上式倒数第二项中最后的积分可以类似于引理8.3.1的证明那样做变量变

化𝜉+ → 𝜉来得到估计. �

定定定理理理 8.4.3. 在引理8.4.1的条件下, 如果𝑓(𝑡, 𝑣)是Cauchy问题(8.4.1)的熵

弱解, 且满足(8.4.6), 那么对任意的𝑠 ∈ R+, 𝑡 > 0, 有𝑓(𝑡, 𝑣) ∈ 𝐻𝑠(R𝑛).

证明.首先, 有

𝜕𝑡‖△𝑘𝑓‖𝐿2 = ( ̂△𝑘𝑄(𝑓, 𝑓), ̂︂△𝑘𝑓)𝐿2 + (̂︂△𝑘𝑓, ̂△𝑘𝑄(𝑓, 𝑓))𝐿2 (8.4.24)

此外, 由本章第三节可得(︁
𝑄(𝑓,△𝑘𝑓),△𝑘𝑓

)︁
𝐿2

=

∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝑏(
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑓(𝑣*)△𝑘𝑓(𝑣)(△𝑘𝑓(𝑣
′)−△𝑘𝑓(𝑣))𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

=
1

2

∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝑏(
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑓(𝑣*)((△𝑘𝑓)
2(𝑣′)− (△𝑘𝑓)

2(𝑣))𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

− 1

2

∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝑏(
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑓(𝑣*)(△𝑘𝑓(𝑣
′)−△𝑘𝑓(𝑣))

2𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

= 𝐼1 − 𝐼2

(8.4.25)

对(8.4.25)中的第一项, 由本章第三节中的引理8.3.1, 可得

𝐼1 =

∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝑏(𝑘 · 𝜎)((△𝑘𝑓)
2(𝑣′)− (△𝑘𝑓)

2(𝑣))𝑑𝜎𝑑𝑣𝑑𝑣*

= 𝐴

∫︁
R𝑛

(△𝑘𝑓)
2(𝑣*)𝑑𝑣*

(8.4.26)

其中

𝐴 = 𝑆𝑛−2

∫︁ 𝜋
2

0
sin𝑛−2 𝜃

(︁ 1

cos𝑛 𝜃
2

− 1
)︁
𝑏(cos 𝜃)𝑑𝜃 (8.4.27)

利用1− cos𝑛 𝜃
2 6 𝑛(1− cos 𝜃2) = 2𝑛 sin2 𝜃4 , 有

𝐼1 . ‖△𝑘𝑓‖2𝐿2 (8.4.28)

对(8.4.25)中的第二项, 由本章第三节中的推论8.3.4和引理8.3.5, 可得

𝐼2 =
1

2

∫︁
R2𝑛×𝑆𝑛−1

𝑏(
𝑣 − 𝑣*
|𝑣 − 𝑣*|

· 𝜎)𝑓(𝑣*)(△𝑘𝑓(𝑣
′)−△𝑘𝑓(𝑣))

2𝑑𝜎𝑑𝑣*𝑑𝑣

> 𝐶𝑓0

∫︁
R𝑛

(1 + |𝜉|𝜈)𝜙𝑘(𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 > 𝐶𝑓0‖△𝑘𝑓‖2
𝐻

𝜈
2
.

(8.4.29)
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这样利用(8.4.24), (8.4.25), (8.4.25), (8.4.29)和引理8.4.1, 可得

𝜕𝑡‖△𝑘𝑓‖𝐿2 + 𝐶𝑓0‖△𝑘𝑓‖2
𝐻

𝜈
2
6 𝐶‖𝑓0‖𝐿1(

𝑘+1∑︁
𝑗=𝑘−2

‖△𝑗𝑓‖2𝐿2) (8.4.30)

(8.4.30)式两边除以2𝑘𝑛, 有

𝜕𝑡‖△𝑘𝑓‖𝐿2

2𝑘𝑛
+ (𝐶𝑓02

𝑘𝜈 − 𝐶‖𝑓0‖𝐿1)
‖△𝑘𝑓‖2𝐿2

2𝑘𝑛

6 𝐶‖𝑓0‖𝐿1

(︁‖△𝑘−2𝑓‖2𝐿2

2(𝑘−2)𝑛
+

‖△𝑘−1𝑓‖2𝐿2

2(𝑘−1)𝑛
+

‖△𝑘+1𝑓‖2𝐿2

2(𝑘+1)𝑛

)︁ (8.4.31)

令𝑈𝑘(𝑡) =
‖△𝑘𝑓‖2𝐿2

2𝑘𝑛
, 𝐶𝑘 = 𝐶𝑓02

𝑘𝜈 − 𝐶‖𝑓0‖𝐿1 和𝛽 = 𝐶‖𝑓0‖𝐿1 , 那么上式变为:

𝜕𝑡𝑈𝑘(𝑡) + 𝐶𝑘𝑈𝑘(𝑡) 6 𝛽(𝑈𝑘−2(𝑡) + 𝑈𝑘−1(𝑡) + 𝑈𝑘+1(𝑡)) (8.4.32)

利用Bernstein不等式( Polyya Plancherel Nikoolski不等式)可得

‖△𝑘𝑓‖𝐿2 6 𝐶(𝜙)2𝑛𝑘‖△𝑘𝑓‖𝐿1 6 𝐶(𝜙)2𝑛𝑘‖𝑓‖𝐿1 6 𝐶(𝜙)2𝑛𝑘‖𝑓0‖𝐿1 . 这样定

义𝑀 = 𝐶(𝜙)‖𝑓0‖𝐿1 , 我们有

𝑈𝑘(𝑡) 6𝑀, 𝑘 > 0, 𝑡 > 0. (8.4.33)

由𝐶𝑘的定义可得当𝑘充分大时, 𝐶𝑘 > 0, 且是非减的,所以不妨假设给定𝑘0 > 3,

使得当𝑘 > 𝑘0时, 𝐶𝑘 > 0. 由(8.4.32)和(8.4.33), 可得𝑈𝑘(𝑡)满足如下引理8.4.4的

条件,那么对任意的整数𝑝 > 1,存在常数𝐴𝑝, 𝐷𝑝使得当𝑘 > 2(𝑝−1)+𝑘0+2时,有

𝑈𝑘(𝑡) 6𝑀𝐴𝑝𝑒
−𝐶𝑘−2(𝑝−1)𝑡 +𝑀𝐷𝑝

1

(𝐶𝑘−2(𝑝−1))𝑝
, 𝑡 > 0 (8.4.34)

那么给定𝑠 > 0 和𝑡 > 0, 对待定整数𝑝, 由Sobolev空间的定义, 我们有

‖𝑓‖2𝐻𝑠 ∼
∞∑︁
𝑘=0

22𝑘𝑠‖△𝑘𝑓‖2𝐿2

=

2(𝑝−1)+𝑘0+1∑︁
𝑘=0

22𝑘𝑠‖△𝑘𝑓‖2𝐿2 +
∞∑︁

𝑘=2(𝑝−1)+𝑘0+2

22𝑘𝑠‖△𝑘𝑓‖2𝐿2

=

2(𝑝−1)+𝑘0+1∑︁
𝑘=0

22𝑘𝑠‖△𝑘𝑓‖2𝐿2 +

∞∑︁
𝑘=2(𝑝−1)+𝑘0+2

2𝑘(2𝑠+𝑛)𝑈𝑘

(8.4.35)
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为了证明𝑓 ∈ 𝐻𝑠, 我们只需证明上式中的第二个级数是收敛的即可. 这样

由(8.4.34)式可得

∞∑︁
𝑘=2(𝑝−1)+𝑘0+2

2𝑘(2𝑠+𝑛)𝑈𝑘

6
∞∑︁

𝑘=2(𝑝−1)+𝑘0+2

2𝑘(2𝑠+𝑛)𝑀𝐴𝑝𝑒
−𝐶𝑘−2(𝑝−1)𝑡

+
∞∑︁

𝑘=2(𝑝−1)+𝑘0+2

2𝑘(2𝑠+𝑛)𝑀𝐷𝑝
1

(𝐶𝑘−2(𝑝−1))𝑝

(8.4.36)

由𝐶𝑘的定义可得

𝐶𝑘−2(𝑝−1) ∼ 𝐶(𝑓0, 𝑝)2
𝑘𝜈𝑝, 当𝑘充分大 (8.4.37)

选择待定整数𝑝使得𝜈𝑝 > 2𝑠+ 𝑛+ 1, 这样使得上式中的两个级数是收敛的. �

引引引理理理8.4.4. ( 一一一个个个迭迭迭代代代结结结果果果) 令𝛽,𝑀是两个正数, 𝑘0是给定的正整数.

假设{𝐶𝑘}𝑘>𝑘0是一列正数组成的序列, 且是非降数列, 满足: 存在一个正数𝛼

使得当𝑘 > 𝑘0时有𝐶𝑘+1 − 𝐶𝑘 > 𝛼. 假设另一个序列{𝑈𝑘}𝑘>𝑘0 = {𝑈𝑘(𝑡)}𝑘>𝑘0 ,
𝑡 ∈ R+ 满足:

𝜕𝑡𝑈𝑘(𝑡) + 𝐶𝑘𝑈𝑘(𝑡) 6 𝛽(𝑈𝑘−2(𝑡) + 𝑈𝑘−1(𝑡) + 𝑈𝑘+1(𝑡))

0 6 𝑈𝑘(𝑡) 6𝑀, ∀𝑘 > 𝑘0 + 2, ∀𝑡 > 0.

那么对任意的整数𝑝 > 1, 存在常数𝐴𝑝, 𝐷𝑝 使得当𝑘 > 2(𝑝− 1) + 𝑘0 + 2时,有

𝑈𝑘(𝑡) 6𝑀𝐴𝑝𝑒
−𝐶𝑘−2(𝑝−1)𝑡 +𝑀𝐷𝑝

1

(𝐶𝑘−2(𝑝−1))𝑝
, 𝑡 > 0

证明.用数学归纳法可得此引理. �

下面我们介绍另外一种乘子方法, 关于具体细节, 有兴趣的读者可以参

看文献[115]. 方便起见, 我们只考虑空间维数𝑛 = 3. 如果𝑓(𝑡, 𝑣)是Cauchy问

题(8.4.1)的熵弱解,那么给定时间𝑇0 > 0,我们有𝑓(𝑡, 𝑣) ∈ 𝐿1(R3) ⊂ 𝐻−2(R3), 𝑡 ∈
[0, 𝑇0]. 对𝑡 ∈ [0, 𝑇0], 𝑁 > 0, 0 < 𝛿 < 1, 定义乘子:

𝑀𝛿(𝑡, 𝜉) = (1 + |𝜉|2)
𝑁𝑡−4

2 (1 + 𝛿|𝜉|2)−𝑁0 , 𝑁0 =
𝑁𝑇0 + 4

2
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那么𝑀𝛿(𝑡, 𝜉)对应的拟微分算子为

𝑀𝛿(𝑡,𝐷𝑣) = ℱ−1𝑀𝛿(𝑡, 𝜉)ℱ

当𝛿 ∈ (0, 1), 有

𝑀𝛿(𝑡,𝐷𝑣)𝑓 ∈ 𝐿∞([0, 𝑇0];𝑊
2,∞(R3))

引引引理理理8.4.5. 在引理8.4.1的条件下, 如果𝑓(𝑡, 𝑣)是Cauchy问题(8.4.1)的熵

弱解, 且满足(8.4.6), 那么

(𝑄(𝑓, 𝑓),𝑀2
𝛿 𝑓)𝐿2 − (𝑄(𝑓,𝑀𝛿𝑓),𝑀𝛿𝑓)𝐿2 6 𝐶‖𝑓0‖𝐿1‖𝑀2

𝛿 𝑓‖𝐿2 (8.4.38)

其中常数𝐶和0 < 𝛿 < 1无关.

证明.类似于引理8.4.1的证明, 我们有

(𝑄(𝑓, 𝑓),𝑀2
𝛿 𝑓)𝐿2 − (𝑄(𝑓,𝑀𝛿𝑓),𝑀𝛿𝑓)𝐿2

=(𝑄(𝑓, 𝑓),𝑀2
𝛿 𝑓)𝐿2 − ( ̂𝑄(𝑓,𝑀𝛿𝑓), ̂︂𝑀𝛿𝑓)𝐿2

=

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑓(𝜉−)𝑓(𝜉+)(𝑀𝛿(𝑡, 𝜉)−𝑀𝛿(𝑡, 𝜉

+))𝑀𝛿(𝑡, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜎𝑑𝜉

(8.4.39)

为了得到(8.4.38), 我们只需证明如下:

𝑀𝛿(𝑡, 𝜉)−𝑀𝛿(𝑡, 𝜉
+) 6 𝑁02

𝑁𝑇0+4
2 𝑀𝛿(𝑡, 𝜉

+) sin2
𝜃

2
(8.4.40)

首先定义

�̃�𝛿(𝑡, 𝑠) = (1 + 𝑠)
𝑁𝑡−4

2 (1 + 𝛿𝑠)−𝑁0 , 𝑠 = |𝜉|2, 𝑠+ = |𝜉+|2

我们有

𝑀𝛿(𝑡, 𝜉) = �̃�𝛿(𝑡, |𝜉|2).

这样, 由中值定理, 可得存在𝑠+ < 𝑠 < 𝑠使得

�̃�𝛿(𝑡, 𝑠)− �̃�𝛿(𝑡, 𝑠
+) =

𝜕�̃�𝛿

𝜕𝑠
(𝑡, 𝑠)(𝑠− 𝑠+)

利用�̃�𝛿的定义可得

𝜕�̃�𝛿

𝜕𝑠
(𝑡, 𝑠) =

(︁ 𝑁𝑡− 4

2(1 + 𝑠)
− 𝛿𝑁0

1 + 𝛿𝑠

)︁
�̃�𝛿(𝑡, 𝑠)
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那么由如下

𝑠

1 + 𝑠
,

𝛿𝑠

1 + 𝛿𝑠
6 1;

⃒⃒⃒ �̃�𝛿(𝑡, 𝑠)

�̃�𝛿(𝑡, 𝑠+)

⃒⃒⃒
6 2

𝑁𝑇0+4
2 , 𝑠− 𝑠+ = 𝑠 sin2

𝜃

2

可得

�̃�𝛿(𝑡, 𝑠)− �̃�𝛿(𝑡, 𝑠
+) 6 𝑁02

𝑁𝑇0+4
2 �̃�𝛿(𝑡, 𝑠

+) sin2
𝜃

2

这样就有

∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎)𝑓(𝜉−)𝑓(𝜉+)(𝑀𝛿(𝑡, 𝜉)−𝑀𝛿(𝑡, 𝜉

+))𝑀𝛿(𝑡, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜎𝑑𝜉

6
∫︁
R𝑛

∫︁
𝑆𝑛−1

𝑏(
𝜉

|𝜉|
· 𝜎) sin2 𝜃

2
|𝑓(𝜉−)||𝑓(𝜉+)|𝑀𝛿(𝑡, 𝜉

+)𝑀𝛿(𝑡, 𝜉)|𝑓(𝜉)|𝑑𝜎𝑑𝜉

6 𝐶‖𝑓0‖𝐿1‖𝑀𝛿𝑓‖2𝐿2

(8.4.41)

�

这样利用引理8.4.5, 我们给出定理8.4.3的另一种证明. 首先我们知道对任

意弱解𝑓 , 有𝑀2
𝛿 𝑓 ∈ 𝐿∞([0, 𝑇0];𝑊

2,∞(R3)), 𝑀𝛿𝑓 ∈ 𝐶([0, 𝑇0];𝐿
2(R3)). 由弱解

的定义, 选取𝜓(𝑡, 𝑣) =𝑀2
𝛿 𝑓(𝑡, 𝑣)作为试验函数, 有

∫︁
R3

𝑓(𝑡, 𝑣)𝑀2
𝛿 𝑓(𝑡, 𝑣)𝑑𝑣 −

∫︁
R3

𝑓0(𝑣)𝑀
2
𝛿 𝑓(0, 𝑣)𝑑𝑣 −

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

𝑓(𝜏, 𝑣)𝜕𝜏 (𝑀
2
𝛿 𝑓(𝜏, 𝑣))𝑑𝑣

=

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

𝑄(𝑓, 𝑓)(𝜏, 𝑣)𝑀2
𝛿 𝑓(𝜏, 𝑣)𝑑𝑣

(8.4.42)
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而且, 我们有∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

𝑓(𝜏, 𝑣)𝜕𝜏 (𝑀
2
𝛿 𝑓(𝜏, 𝑣))𝑑𝑣

= lim
ℎ→0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

(𝑓(𝜏, 𝑣) + 𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣))
𝑀2
𝛿 𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣)−𝑀2

𝛿 𝑓(𝜏, 𝑣)

2ℎ
𝑑𝑣

= lim
ℎ→0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

{︁(︁
𝑀𝛿(𝜏 + ℎ)𝑓(𝜏, 𝑣) +𝑀𝛿(𝜏 + ℎ)𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣)

)︁𝑀𝛿𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣)

2ℎ

−
(︁
𝑀𝛿(𝜏)𝑓(𝜏, 𝑣) +𝑀𝛿(𝜏)𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣)

)︁𝑀𝛿𝑓(𝜏, 𝑣)

2ℎ

}︁
𝑑𝑣

= lim
ℎ→0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

(𝑀𝛿𝑓)
2(𝜏 + ℎ, 𝑣)− (𝑀𝛿𝑓)

2(𝜏, 𝑣)

2ℎ
𝑑𝑣

+ lim
ℎ→0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

1

2ℎ

{︁
𝑀𝛿(𝜏 + ℎ)(𝑓(𝜏, 𝑣))𝑀𝛿(𝜏 + ℎ)(𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣))

−𝑀𝛿(𝜏)(𝑓(𝜏, 𝑣))𝑀𝛿(𝜏)𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣))
}︁
𝑑𝑣

= 𝐽1 + 𝐽2

(8.4.43)

首先对𝐽1, 有

𝐽1 = lim
ℎ→0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

(𝑀𝛿𝑓)
2(𝜏 + ℎ, 𝑣)− (𝑀𝛿𝑓)

2(𝜏, 𝑣)

2ℎ
𝑑𝑣

= lim
ℎ→0

1

2ℎ

{︁∫︁ 𝑡+ℎ

0
𝑑𝜏 −

∫︁ ℎ

0
𝑑𝜏
}︁∫︁

R3

(𝑀𝛿𝑓)
2(𝜏, 𝑣)𝑑𝑣

=
1

2

∫︁
R3

(𝑀𝛿𝑓)
2(𝑡, 𝑣)𝑑𝑣 − 1

2

∫︁
R3

(𝑀𝛿𝑓)
2(0, 𝑣)𝑑𝑣

(8.4.44)

对𝐽2, 有

𝐽2 = lim
ℎ→0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

1

2ℎ

{︁
𝑀𝛿(𝜏 + ℎ)(𝑓(𝜏, 𝑣))𝑀𝛿(𝜏 + ℎ, 𝑣)(𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣))

−𝑀𝛿(𝜏)(𝑓(𝜏, 𝑣))𝑀𝛿(𝜏)𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣))
}︁
𝑑𝑣

= lim
ℎ→0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

1

2ℎ

{︁
𝑓(𝜏, 𝑣)𝑀2

𝛿 (𝜏 + ℎ, 𝑣)(𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣))

− 𝑓(𝜏, 𝑣)𝑀2
𝛿 (𝜏)𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣))

}︁
𝑑𝑣

= lim
ℎ→0

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

1

2ℎ
𝑓(𝜏, 𝑣)

{︁(︁
𝑀2
𝛿 (𝜏 + ℎ)−𝑀2

𝛿 (𝜏)
)︁
(𝑓(𝜏 + ℎ, 𝑣))

}︁
𝑑𝑣

=
1

2

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

𝑓(𝜏, 𝑣)(𝜕𝜏𝑀
2
𝛿 (𝜏))(𝑓(𝜏, 𝑣))𝑑𝑣

(8.4.45)
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那么由(8.4.43), (8.4.43)和(8.4.45), (8.4.42)可写为

1

2

∫︁
R3

𝑓(𝑡, 𝑣)𝑀2
𝛿 𝑓(𝑡, 𝑣)𝑑𝑣 −

1

2

∫︁
R3

𝑓0(𝑣)𝑀
2
𝛿 𝑓(0, 𝑣)𝑑𝑣

=

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

𝑓(𝜏, 𝑣)(𝜕𝜏𝑀
2
𝛿 )(𝑓(𝜏, 𝑣))𝑑𝑣 +

∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

(𝑄(𝑓, 𝑓),𝑀2
𝛿 𝑓)𝐿2(𝜏, 𝑣)𝑑𝑣

(8.4.46)

由本章第三节的内容或者类似于定理8.4.3的证明, 可得

‖𝑀𝛿𝑓‖2
𝐻

𝜈
2
6 𝐶𝑓

{︁
(−𝑄(𝑓,𝑀𝛿𝑓),𝑀𝛿𝑓)𝐿2 + ‖𝑀𝛿𝑓‖2𝐿2

}︁
(8.4.47)

再由引理8.4.5, 可得

‖𝑀𝛿𝑓‖2
𝐻

𝜈
2
6 ̃︀𝐶𝑓{︁(−𝑄(𝑓, 𝑓),𝑀2

𝛿 𝑓)𝐿2 + ‖𝑀𝛿𝑓‖2𝐿2

}︁
(8.4.48)

既然, 有

𝜕𝑡𝑀𝛿(𝑡, 𝜉) = 𝑁𝑀𝛿(𝑡, 𝜉)𝑙𝑜𝑔⟨𝜉⟩.

那么定义𝑙𝑜𝑔Λ = ℱ−1𝑙𝑜𝑔⟨𝜉⟩ℱ和Λ = ℱ−1⟨𝜉⟩ℱ , 我们有∫︁ 𝑡

0
𝑑𝜏

∫︁
R3

𝑓(𝜏, 𝑣)(𝜕𝜏𝑀
2
𝛿 (𝜏))(𝑓(𝜏, 𝑣))𝑑𝑣 6 2𝑁

∫︁ 𝑡

0
‖(𝑙𝑜𝑔Λ)

1
2𝑀𝛿𝑓(𝜏)‖2𝐿2𝑑𝜏

(8.4.49)

这样由(8.4.46), (8.4.48)和(8.4.49), 有

‖𝑀𝛿𝑓(𝑡)‖2𝐿2 +
1

2𝐶𝑓

∫︁ 𝑡

0
‖Λ

𝜈
2𝑀𝛿𝑓(𝜏)‖2𝐿2𝑑𝜏

6 ‖𝑀𝛿𝑓(0)‖2𝐿2 + 2𝑁

∫︁ 𝑡

0
‖(𝑙𝑜𝑔Λ)

1
2𝑀𝛿𝑓(𝜏)‖2𝐿2𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0
‖𝑀𝛿𝑓(𝜏)‖2𝐿2𝑑𝜏

(8.4.50)

利用𝑙𝑜𝑔⟨𝜉⟩ 6 ⟨𝜉⟩和Gagliardo-Nirenberg 插值不等式, 可得对任意的𝜀 > 0有

‖𝑀𝛿𝑓(𝑡)‖2𝐿2 +
(︁ 1

2𝐶𝑓
− 𝜀
)︁∫︁ 𝑡

0
‖Λ

𝜈
2𝑀𝛿𝑓(𝜏)‖2𝐿2𝑑𝜏

6 ‖𝑀𝛿𝑓(0)‖2𝐿2 + 𝐶𝜀,𝑁

∫︁ 𝑡

0
‖𝑀𝛿𝑓(𝜏)‖2𝐿2𝑑𝜏

(8.4.51)

取𝜀 = 1
4𝐶𝑓

, 那么存在一个依赖于𝐶𝑓 , 𝑁和𝑇0但和𝛿 ∈ (0, 1)无关的常数𝐶𝑓,𝑁使得

如下成立

‖𝑀𝛿𝑓(𝑡)‖2𝐿2 6 ‖𝑀𝛿𝑓(0)‖2𝐿2 + 𝐶𝑓,𝑁

∫︁ 𝑡

0
‖𝑀𝛿𝑓(𝜏)‖2𝐿2𝑑𝜏 (8.4.52)
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利用Gronwall不等式

‖𝑀𝛿𝑓(𝑡)‖2𝐿2 6 𝑒𝐶𝑓,𝑁,𝑡‖𝑀𝛿(0)𝑓0)‖2𝐿2 (8.4.53)

既然, 我们有

‖𝑀𝛿𝑓(𝑡)‖𝐿2 = ‖(1− 𝛿△)−𝑁0𝑓(𝑡)‖𝐻𝑁𝑡−4

和

‖𝑀𝛿(0)𝑓0‖𝐿2(R3) = ‖(1− 𝛿△)−𝑁0𝑓0‖𝐻−4(R3) 6 ‖𝑓0‖𝐻−4(R3) 6 𝐶‖𝑓0‖𝐿1(R3)

那么

‖(1− 𝛿△)−𝑁0𝑓(𝑡)‖𝐻𝑁𝑡−4 6 𝐶𝑒𝐶𝑓,𝑁,𝑡‖𝑓0‖𝐿1(R3)

其中常数𝐶 和𝛿 ∈ (0, 1)无关. 最后对任意的𝑡 > 0和任意大的𝑁 , 令𝛿 → 0, 我们

有𝑓(𝑡) ∈ 𝐻+∞(R3).



附附附录录录一一一 本本本书书书常常常用用用记记记号号号

我们在这里罗列一些记号, 大部分对PDE读者是熟知的, 对初学者可能需

要查阅.

(1) R = 实数集; C = 复数集; N = 自然数集; Z = 整数集; Z+ = N ∪ {0};
R+ = [0,∞).

(2) 𝑎 ∨ 𝑏 = max(𝑎, 𝑏); 𝑎 ∧ 𝑏 = min(𝑎, 𝑏).

(3) 𝑝′ 表示 𝑝 的对偶数, 即 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1, ∀ 𝑝 ∈ [1,∞].

(4) 𝐶 > 1 和 0 < 𝑐 < 1 表示常数, 在不同的地方可能不同, 但它们仅依赖于比

如空间维数, 方程中不变的常数等.

(5) 𝐴 . 𝐵 表示 𝐴 6 𝐶𝐵; 𝐴 ∼ 𝐵 表示 𝐴 . 𝐵且𝐵 . 𝐴.

(6) 𝐿𝑝 := 𝐿𝑝(R𝑛) 表示 Lebesgue 空间,

‖𝑓‖𝑝 := ‖𝑓‖𝐿𝑝(R𝑛) =

(︂∫︁
R𝑛

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
)︂1/𝑝

(7) 𝑓 = (𝑓1, ..., 𝑓𝑛) 为向量函数,

‖𝑓‖𝑝 = (‖𝑓1‖2𝑝 + ...+ ‖𝑓𝑛‖2𝑝)1/2,

比如, 我们会用到 ‖∇𝑢‖𝑝.

(8) 对 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, |𝑥| = (|𝑥1|2 + ...+ |𝑥𝑛|2)1/2, 在等价意义下, 有时

我们也可以认为 |𝑥| = |𝑥1|+ ...+ |𝑥𝑛|.

(9) 𝐴 ⊂ R𝑛, 我们用 |𝐴| 表示集合 𝐴 的测度.

(10) 设 𝑇 和 𝑆 为两个算子, 我们用 𝑇 ∼ 𝑆 表示 𝑇 可以粗略地看成 𝑆 (比如在

𝑆 比较容易理解的情况下).
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SB.1 Gagliardo-Nirenberg 不不不等等等式式式

SB.1.1 整整整数数数阶阶阶导导导数数数情情情形形形

Gagliardo-Nirenberg 不等式是偏微分方程研究的基本工具, 它的一些特

例首先由Gagliardo [41], Ladyzhenskaya [101], Nirenberg [124] 发现. 一般情

况陈述如下:

定定定理理理 B.1.1. 假设1 6 𝑝, 𝑝0, 𝑝1 6∞, ℓ,𝑚 ∈ N∪{0}, ℓ < 𝑚, ℓ/𝑚 6 𝜃 6 1,

1

𝑝
=
ℓ

𝑛
+

1− 𝜃

𝑝0
+ 𝜃

(︂
1

𝑝1
− 𝑚

𝑛

)︂
. (B.1.1)

那么, 对所有的𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛),∑︁

|𝛼|=ℓ

‖𝐷𝛼𝑢‖𝐿𝑝(R𝑛) . ‖𝑢‖1−𝜃𝐿𝑝0 (R𝑛)

∑︁
|𝛼|=𝑚

‖𝐷𝛼𝑢‖𝜃𝐿𝑝1 (R𝑛), (B.1.2)

其中如果𝑚− ℓ− 𝑛/𝑝0 是整数, 我们进一步需要ℓ/𝑚 6 𝜃 < 1.

Gagliardo-Nirenberg 不等式的证明基于𝐿𝑝 空间上的整体导数分析, 证明

十分复杂, 见[50].

SB.2 序序序列列列凸凸凸性性性 Hölder 不不不等等等式式式

平行于 Triebel-Lizorkin 空间的凸性 Hölder 不等式, 我们在序列空间中

有

引引引理理理B.2.1. 假设0 < 𝑞 6 ∞, −∞ < 𝑠1, 𝑠0 < ∞, 0 < 𝜃 < 1, 𝑠 =

(1− 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1. 我们有

‖2𝑠𝑗𝑎𝑗‖ℓ𝑞 . ‖2𝑠0𝑗𝑎𝑗‖1−𝜃ℓ∞ ‖2𝑠1𝑗𝑎𝑗‖𝜃ℓ∞ . (B.2.1)

证明.不妨假设数列 {𝑎𝑗} = {𝑎𝑗}𝑗>0, 𝑎𝑗 > 0, 𝑠1 < 𝑠0. 记 𝐶𝑖 =

sup𝑗>0 2
𝑠𝑖𝑗𝑎𝑗 , 𝑖 = 0, 1. 只需考虑 𝐶1 > 0 的情形. 𝐶1 6 𝐶0. 选取 𝑗0 满

足

min(𝐶0/2
𝑠0𝑗 , 𝐶1/2

𝑠1𝑗) =

{︃
𝐶0/2

𝑠0𝑗 , 𝑗 > 𝑗0,

𝐶1/2
𝑠1𝑗 , 𝑗 6 𝑗0.
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可以看出 𝐶0 ∼ 𝐶12
(𝑠0−𝑠1)𝑗0 . 于是,

‖2𝑠0𝑗𝑎𝑗‖1−𝜃ℓ∞ ‖2𝑠1𝑗𝑎𝑗‖𝜃ℓ∞ ∼ 𝐶12
(𝑠0−𝑠1)𝑗0(1−𝜃). (B.2.2)

另一方面,

𝑎𝑗 6 𝐶0/2
𝑠0𝑗 , 𝑗 > 𝑗0; 𝑎𝑗 6 𝐶1/2

𝑠1𝑗 , 0 6 𝑗 6 𝑗0.

通过简单运算得到

‖2𝑠𝑗𝑎𝑗‖ℓ𝑞 . 𝐶12
(𝑠0−𝑠1)𝑗0(1−𝜃). (B.2.3)

由此得到结论. �

SB.3 齐齐齐次次次Triebel-Lizorkin空空空间间间的的的嵌嵌嵌入入入定定定理理理

由于本书反复用到了齐次Triebel-Lizorkin空间的嵌入定理, Triebel [157]

只是说这一结果可能正确. 这里我们给出证明, 平行于定理1.4.5的证明.

命命命题题题B.3.1. 设1 6 𝑝1 < 𝑝2 < ∞, 1 6 𝑟, 𝑞 6 ∞, −∞ < 𝑠2 < 𝑠1 < ∞ 满
足𝑠1 − 𝑛/𝑝1 = 𝑠2 − 𝑛/𝑝2. 则有

�̇� 𝑠1𝑝1,𝑞 ⊂ �̇� 𝑠2𝑝2,𝑟. (B.3.1)

证明.由ℓ𝑟 ⊂ ℓ𝑞, 𝑞 > 𝑟, 我们只需要证明

�̇� 𝑠1𝑝1,∞ ⊂ �̇� 𝑠2𝑝2,1 (B.3.2)

即可. 不妨设‖𝑓‖�̇� 𝑠1
𝑝1,∞

= 1. 回忆𝐿𝑝 上的等价范数, 有

‖𝑓‖𝑝2
�̇�

𝑠2
𝑝2,1

∼
∫︁ ∞

0
𝑡𝑝2−1

⃒⃒⃒⃒
⃒
{︃
𝑥 :
∑︁
𝑘∈Z

2𝑘𝑠2 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝑡

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡, (B.3.3)

其中|{· · · }|表示集合{· · · }的测度. 易见

∞∑︁
𝑘=𝐾+1

2𝑘𝑠2 |△𝑘𝑓 | . 2𝐾(𝑠2−𝑠1)2𝐾(𝑠2−𝑠1) sup
𝑘

2𝑘𝑠1 |△𝑘𝑓 |. (B.3.4)

由推论1.4.3,

‖△𝑘𝑓‖∞ . 2𝑘𝑛/𝑝1‖△𝑘𝑓‖𝑝1 . 2𝑘(𝑛/𝑝1−𝑠1)‖𝑓‖𝐹 𝑠1
𝑝1,∞

, (B.3.5)
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从而, 对𝐾 ∈ Z,

𝐾∑︁
𝑘=−∞

2𝑘𝑠2 |△𝑘𝑓 | .
𝐾∑︁

𝑘=−∞
2𝑘(𝑠2−𝑠1+𝑛/𝑝1) . 2𝐾𝑛/𝑝2 . (B.3.6)

选取𝐾 ∈ Z满足𝐶2𝐾𝑛/𝑝2 ∼ 𝑡/2, 即有2𝐾 ∼ 𝑡𝑝2/𝑛. 若
∑︀

𝑘∈Z 2
𝑘𝑠2 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝑡,

则由(B.3.4), (B.3.6)得

𝐶2𝐾(𝑠2−𝑠1) sup
𝑘∈Z

2𝑘𝑠1 |△𝑘𝑓 | >
∞∑︁

𝑘=𝐾+1

2𝑘𝑠2 |△𝑘𝑓 | > 𝑡/2. (B.3.7)

综合(B.3.3), (B.3.7), 我们得到

‖𝑓‖𝑝2
�̇�

𝑠2
𝑝2,1

.
∫︁ ∞

0
𝑡𝑝2−1

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 : sup

𝑘
2𝑘𝑠1 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝑐𝑡𝑝2/𝑝1

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡

.
∫︁ ∞

0
𝜏𝑝1−1

⃒⃒⃒⃒{︂
𝑥 : sup

𝑘
2𝑘𝑠1 |(△𝑘𝑓)(𝑥)| > 𝜏

}︂⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜏

. 1. (B.3.8)

这蕴含结论. �

SB.4 本本本书书书常常常用用用结结结果果果

SB.4.1 Riesz-Thorin插插插值值值定定定理理理

定定定理理理 B.4.1. 设1 6 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 6∞, 𝑝0 ̸= 𝑝1, 𝑞0 ̸= 𝑞1 满足

𝑇 : 𝐿𝑝𝑖 → 𝐿𝑞𝑖 , 𝑖 = 0, 1.

假设𝜃 ∈ (0, 1) 满足

1

𝑝
=

1− 𝜃

𝑝0
+

𝜃

𝑝1
,

1

𝑞
=

1− 𝜃

𝑞0
+
𝜃

𝑞1
.

则有𝑇 : 𝐿𝑝 → 𝐿𝑞 并且

‖𝑇‖𝐿𝑝→𝐿𝑞 6 ‖𝑇‖1−𝜃𝐿𝑝0→𝐿𝑞0‖𝑇‖𝜃𝐿𝑝1→𝐿𝑞1 .
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SB.4.2 Hardy-Littlewood-Sobolev 不不不等等等式式式

迄今, 我们并没有很多有效的方法处理奇异积分. Hardy-Littlewood-

Sobolev 不等式是处理奇异积分的基本工具之一, 见[140].

设0 < 𝛼 < 𝑛, 记

𝐼𝛼𝑓(𝑥) =

∫︁
R𝑛

𝑓(𝑦)

|𝑥− 𝑦|𝑛−𝛼
𝑑𝑦.

命命命题题题B.4.2. 设1 < 𝑝, 𝑞 <∞, 0 < 𝛼 < 𝑛 满足1/𝑝 = 1/𝑞 + 𝛼/𝑛. 则有

‖𝐼𝛼𝑓‖𝑞 . ‖𝑓‖𝑝. (B.4.1)

SB.4.3 Van der Corput 引引引理理理

引引引理理理B.4.3. 设𝜙 ∈ 𝐶∞
0 (R), 𝑃 ∈ 𝐶2(R)满足对任何𝜉 ∈ supp 𝜙, |𝑃 (𝑘)(𝜉)| >

1, 进一步假设下面的条件有一个成立:

(i) 𝑘 > 2;

(ii) 𝑘 = 1 且𝑃 ′(𝑥) 为单调函数.

则有估计 ⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑒i𝜆𝑃 (𝜉)𝜙(𝜉)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
. 𝜆−1/𝑘(‖𝜙‖∞ + ‖𝜙′‖1).

SB.4.4 Littlewood–Paley 平平平方方方函函函数数数定定定理理理

Littlewood–Paley 平方函数定理是调和分析早期深刻的结果之一, Triebel

型空间的来源也是受到这一结果的影响.

命命命题题题B.4.4. 设1 < 𝑝 <∞, 𝑠 ∈ R. 那么

‖𝑢‖�̇�𝑠
𝑝
∼ ‖𝑢‖�̇� 𝑠

𝑝,2
, ‖𝑢‖𝐻𝑠

𝑝
∼ ‖𝑢‖𝐹 𝑠

𝑝,2
, (B.4.2)

特别有

‖𝑢‖𝐿𝑝 ∼ ‖𝑢‖�̇� 0
𝑝,2
, ‖𝑢‖𝐿𝑝 ∼ ‖𝑢‖𝐹 0

𝑝,2
. (B.4.3)

Littlewood–Paley 平方函数定理的证明可以在很多著作中找到, 如

见[140].
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SB.5 模模模空空空间间间上上上的的的复复复插插插值值值

我们有下面的结果:

定定定理理理 B.5.1. 设 0 < 𝑝, 𝑞, 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 6∞, 𝑠, 𝑠𝑖 ∈ R, 𝑖 = 0, 1 且有

𝑠 = (1− 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1,
1

𝑝
=

1− 𝜃

𝑝0
+

𝜃

𝑝1
,

1

𝑞
=

1− 𝜃

𝑞0
+
𝜃

𝑞1
. (B.5.1)

则

(𝑀 𝑠0
𝑝0,𝑞0 ,𝑀

𝑠1
𝑝1,𝑞1)𝜃 =𝑀 𝑠

𝑝,𝑞.

证明可见[177].

SB.6 Christ-Kiselev 引引引理理理

Christ-Kiselev 引理最早由Christ-Kiselev [26] 发现, 随后为了应用方便,

Molinet-Ribaud [113], Smith-Sogge [139], Wang-Han-Huang [175] 做了推广.

记

𝑇𝑓(𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑡, 𝑡′)𝑓(𝑡′)𝑑𝑡′, 𝑇𝑟𝑒𝑓(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝐾(𝑡, 𝑡′)𝑓(𝑡′)𝑑𝑡′. (B.6.1)

如果𝑇 : 𝑌1 → 𝑋1 蕴含𝑇𝑟𝑒 : 𝑌1 → 𝑋1, 那么𝑇 : 𝑌1 → 𝑋1 被称为适定的限制

算子.

命命命题题题B.6.1. 设𝑇 由(B.6.1) 定义. 有下述结论.

(1) 如果∧3
𝑖=1𝑝𝑖 > (∨3

𝑖=1𝑞𝑖)∨(𝑞1𝑞3/𝑞2),那么𝑇 : 𝐿𝑞1𝑥1𝐿
𝑞2
𝑥2𝐿

𝑞3
𝑡 (R3) → 𝐿𝑝1𝑥1𝐿

𝑝2
𝑥2𝐿

𝑝3
𝑡 (R3)

为适定的限制算子.

(2) 若𝑞1 < ∧3
𝑖=1𝑝𝑖, 那么𝑇 : 𝐿𝑞1𝑡 𝐿

𝑞2
𝑥1𝐿

𝑞3
𝑥2(R3) → 𝐿𝑝1𝑥1𝐿

𝑝2
𝑥2𝐿

𝑝3
𝑡 (R3) 为适定的限制

算子.

(3) 若𝑝1 > (∨3
𝑖=1𝑞𝑖) ∨ (𝑞1𝑞3/𝑞2), 则𝑇 : 𝐿𝑞1𝑥1𝐿

𝑞2
𝑥2𝐿

𝑞3
𝑡 (R3) → 𝐿𝑝1𝑡 𝐿

𝑝2
𝑥1𝐿

𝑝3
𝑥2(R3) 为

适定的限制算子.

(4) 若∧3
𝑖=1𝑝𝑖 > (∨3

𝑖=1𝑞𝑖) ∨ (𝑞1𝑞3/𝑞2), 则𝑇 : 𝐿𝑞1𝑥1𝐿
𝑞2
𝑥2𝐿

𝑞3
𝑡 (R3) → 𝐿𝑝2𝑥2𝐿

𝑝1
𝑥1𝐿

𝑝3
𝑡 (R3)

为适定的限制算子.

高维空间有类似结论.





参参参考考考文文文献献献

[1] M. J. Ablowitz, R. Haberman, Nonlinear evolution equations in two and three

dimensions, Phys. Rev. Lett., 35 (1975), 1185–1188.

[2] R. Alexandre, L. Desvillettes, C. Villani and B. Wennberg, Entropy dissipation

and long range interactions, Arch. Rat. Mech. Anal., 152 (2000) 327–355.

[3] R. Alexandre and M. El Safadi, Littlewood-Paley theory and regularity is-

sues in Boltzmann homogeneous equations. I. Non-cutoff case and Maxwellian

molecules, Math. Models Methods Appl. Sci. 15 (2005), no. 6, 907–920.

[4] R. Alexandre and M. El Safadi, Littlewood-Paley theory and regularity issues

in Boltzmann homogeneous equations. II. Non cutoff case and non Maxwellian

molecules, Discrete Contin. Dyn. Syst. 24 (2009), 1–11.

[5] H. Bahouri and J. Shatah, Decay estimates for the critical semilinear wave

equations, Ann. Inst. H. Poincaré, Anal. Non Linéaire, 15, 783-789.
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[10] A. Bényi, K. Gröchenig, K.A. Okoudjou and L.G. Rogers, Unimodular Fourier

multiplier for modulation spaces, J. Funct. Anal., (2007)
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[48] P. Gröbner, Banachräume Glatter Funktionen und Zerlegungsmethoden, Doc-

toral thesis, University of Vienna, 1992.
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Ṡ , 19
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