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摘要： 本文致力于阐述调和分析与现代偏微分方程研究的关系，特别是奇异积分算予、拟微分 
算子、 Fourier限制性估计、 Fourier频率分解方法在椭圆边值问题、非线性发展方程研究中的重 

要作用．对于偏微分方程研究的各种方法进行了比较与分析，指出了偏微分方程的调和分析方法的 

优点与局限性．与此同时，还给出了偏微分方程的调和分析方法这一领域的最新研究进展． 
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0引言 

现代调和分析可以追溯到 19世纪初 Fourier关于热传导方程的求解．经历了近 200年的发 

展，它已经成为现代数学的核心研究领域之一，特别成为偏微分方程、解析数论、数学物理、工 

程科学等研究领域的重要工具．偏微分方程的研究进程和历史表明，调和分析的许多经典结果 

已被充分证明是解决偏微分方程本质问题的最有效的研究手段和方法．我们从如下诸条中可以 

体会调和分析在偏微分方程研究中的重要作用： ， 

(i) 1与BMO空间：在建立椭圆型方程、抛物型方程解的 p理论、 理论中，BMO空 

间( 的对偶空间)的引入和使用起着本质的作用．借助于 p理论、 理论就可以建立椭圆 

型方程、抛物型方程边值问题解的正则性．另一方面，作为 和 空间的替代空间，Hardy 

空间 与 BMO空间在插值理论、算子有界性的研究中起着极其重要的作用． 

(ii)经典 CalderSn—Zygmund奇异积分理论 (第一代)．著名的Hilbert变换、Riesz变换是 

其典型例子，在众多的数学物理研究中都有重要的应用．就 PDEs而言，它在正对称双曲型方 

程组、位势积分估计 (单层位势、双层位势)及椭圆边值问题的研究中起着重要的作用．另一方 

面，利用 Bessel位势、Riesz位势可以将整数阶的 Sobolev空间推广到相应的分数阶函数空间． 

(iii)第二代Calder6n—Zygmund奇异积分算子是拟微分算子的特例，它是处理变系数线性偏 

微分方程的有效方法．同时，拟微分算子的 理论可视为经典位势理论的推广，可以讲它是研 

究一般椭圆边值问题的基本方法之_-．当然，作为拟微分算子进一步发展的Fourier积分算子， 

本质上可以视为第二型的振荡积分． 

(iv)Hardy—Littlewood极大函数理论．在研究算子的有界性、函数的点态收敛，特别对椭圆 

边值问题边界值的刻画有着重要作用． 

(v)可微函数空间如Besov空间、Triebel—Lizorkin空间、通常的Sobolev空间，特别是它 
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们的Littlewood—Paley刻画、原子分子刻画、GaUSS核刻画及 Possion核刻画等调和分析技术， 

不仅为偏微分方程的研究提供了工作空间，同时也为线性估计、非线性估计提供了有效方法． 

(vi)球调和函数理论：它是偏微分方程各种定解问题的经典研究方法(特别是基于逼近的紧 

致性方法)的基础，为数值求解提供了工具．当然，它在奇异积分理论等调和分析的核心方向的 

研究中亦扮演着重要角色． 

(vii)插值理论与插值方法：无论是实插方法、复插值方法还是 Stein插值方法，都是研究 

空间理论、算子理论、非线性估计的主要手段．例如： Marcinkiewicz插值定理将端点弱型算子 

估计转换成内点的强型算子估计，这在偏微分方程的研究中是至关重要的． 

(viii)HSrmander平移不变算子理论、 Littlewood—Paley的 g函数方法、 Calder6n—Stein 

的9；函数方法是乘子理论的基础．与此同时，乘子理论可用于判断线性发展方程的适定性 (解 

算子是否在所考虑的 Banach空间 中生成一个 半群)．它本质上为研究对应的非线性偏微 

分方程的定解问题提供了合适的]：作空间． 

(ix)Littlewood—Paley的分解理论在函数空间的刻画、非线性函数在分数阶 Sobolev空间中 

的估计等诸多方面显示出巨大的应用潜力． Bony的二次微局部分解与分数阶求导估计正是基 

于 Littlewood-Paley的分解理论的一个典型范例． 

(x)振荡积分估计、Fourier变换在几何曲面上的限制性估计：藉此可建立线性发展方程解 

的 Lp—Lq估计，解的 Strichartz型时空估计、正则型的 Strichartz时空估计、解的倒向时空估 

计 (极大模估计)等．所有这些为非线性发展方程的适定性理论、波方程及色散波方程散射．陛的 

研究提供了有力的工具． 

近30年来，现代调和分析方法特别是限制估计及相应的Strichartz型时空估计，Littlewood- 

Paley理论，Bony的二次微局部分解技术与分数阶求导估计等起着决定性的作用，偏微分方程特 

别是发展型方程的许多突破性成果均系与此，读者可见 Stein，Ginibre-Velo，Brenner，Bourgain， 

Kenig及 Tao等人的工作，如 i1—7，10，14—18，30，31，34，37，39，40，42，43，46】等． 

1 Lip区域上的椭圆边值问题 

我们以 Laplace方程为例，说明调和分析特别是奇异积分算子在椭圆边值问题研究中的作 

用，并简要给出研究的背景、历史、方法． 

众所周知，经典 Laplace方程的边值问题 

。iri et 

{ ， ∈E OQf Y ,R ＼Q’。irich et外问题， 
r△U=0 X∈Q， t 

x E&Q,

№ um⋯  ’ 

t x E O~t', №um⋯外问题， 
分别等价于求解如下面上的积分方程 [91 

丢西+ ：，， Dirich1et问题， 

U  

q  
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一  

1 
+ =，， Dirichlet外问题， 

一  

1 
+ · =，， Neumann问题， 

+ 。 ：，’ Neumann外问题 ， 

圳 ⋯  ={蠹’ 2， 
／aQ ， ， 

％ ／aQ ， 0ft, 

(1．6) 

(1．7) 

(1．8) 

(1．9) 

(1．10) 

(1．11) 

(1．12) 

表示 R 中单位球面的面积．若 a ∈C 有界，．厂∈LV(Oft)，1<P<。。(特别，对 Neumann 

问题 ．厂还需满足一些必要条件)，则积分方程 (1．5)，(1．6)，(1．7)及 (1．8)可解．分别记它们的解 

为 1， 2， 3和 4，那么， 

( )= ·： Q o-~g( ， ) ·( ) ( )全 Q Ⅳ(．P'Q) ·(Q)打(Q)， 

)：De2 
Q彘Ⅳ(P' 2(Q)da(Q)， 

)=S~3=／ Ⅳ(．P’Q) 3(Q)d (Q)， 
aQ 

( )=S~4=／Ⅳ(．P’Q)~4(Q)da(Q) 
aQ 

分别是Dirichlet问题 (1．1)、Dirichelt外问题 (1．2)、Neumann问题 (1．3)及Neumann外问 

题 (1．4)的解．这里 nQ表示 Q处的法向导数． 

定义 1．1 

Q 
Ⅳ(．P’ (Q)咖( P C Olt， (1_13) 

s =／ Ⅳ( Q) (Q)d (Q)，P (1．14) 
aQ 

分别称为双层位势和单层位势． 

由上面讨论可见，椭圆边值问题的可解性本质上归结成曲面上积分方程(1．5)，(1．6)，(1．7)及 

(1．8)的可解性．如果能证明算子 TK(或TK·)是紧算子，则可利用 Fredholm理论或更—般的 

Riesz-Schauder理论求解积分方程，所得的解分别代入单层位势或双层位势，就可获得 Dirich- 

let(：~b)问题、Neumann(~b)问题的解． 
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幸运的是， aQ∈C。时，TK及TKt是LP(O~t)及c(on)上的紧算子，这里 l<P<∞ 

事实上，无妨设 aQ是某个 c。函数 h(x)的图像，记 

P：(X， ( ))， =(Y， ( ))， (1．15) 

)Q)= ， 

(·，·)表示向量内积，这里 
(Vh(y)，一1) 

。 

注意到 

h(x)=h(y)+(X—Y，Vh(y))+e( ， )， 

e( ，Y) 0(『 一 } )， 

则 

c ． 

由此可知 和 。是弱奇积分算子．它是 LP(O~t)和 c(on)上的紧算子，这里 l<P<∞， 

Q是有界 边界． 

注记 1．2 位势理论和变分方法是解决椭圆边值问题的一般性方法．借助于位势理论的推广 

形式即拟微分算子理论，可以研究更一般的椭圆边值问题．当然，还有一些方法适合于特殊区域 

上的椭圆边值问题．下面对这些方法进行简单的评述． 

(i)上半空间上的 Dirichlet问题 

这里 

Q ： R-．La+ 

aQ = R ． 

u(x，t)： (e一{∈lt ．，)： ．， 

B ： 
X 2 丌 (1 f‘ 十 C I 

(1．19) 

(1．2O) 

(1．21) 

是经典的 Poisson核．易见，对任意 ，∈LP(R )，这里 l<P<。。，扎=Pt ，是半空间上的调 

和函数，并且 
im
o 
( ，￡) )． 

换言之， (1．19)确定了 ：LV(R )到 

y={ ( ，圳 ( ，￡)一R n+ 上调和且 』u(z， 州 ) 

、 ) 、 ) 、J  6  7  8  

l  l  l  

l  l  l  

／ ／L ／● 

ll 

挑 
△ 

，● ，、【  

得 
町 

换 
变 

叮 

过 
通 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


苗长兴：偏微分方程的调和分析方法简介 645 

的映射．当然， 
． 

(z，t) T(t)f(x)= f (1．22) 

关于 t∈R+生成了 (R )(1≤P<。。)上的 半群，它在 Besov型函数空间的刻画等方面 

有着重要的应用． 

(ii)如果Q c R 是一些特殊区域，如球、方体、 空间等特殊区域，可通过Newton位势 

来构造相应的Green函数，即寻找满足 

叫 )7 (1．23) 

【GlaQ=0 

的解．当然，亦可以通过物理或几何的方法得到 a(x， )．这样， 

)=／G ，y)f(y)dy+／ G ，2，)9 )d (2，) (1．24) 

就是如下边值问题： 

三 25， 
的解． 

(iii)对于球内或球外的 Dirichlet问题、Neumann问题，可以利用球调和函数及 Bessel函 

数将其显式地表示出来，详见 Folland的书 [1o1．需要指出的是，球调和函数为许多可微函数空 

间提供了正交基底，在函数逼近理论、计算数学等领域均有着广泛的应用． 

(iv)对一般椭圆型方程的边值问题，借助于拟微分算子理论即位势理论的推广形式，将椭 

圆边值问题 (体上的微分方程)转化成面上的积分方程来予以研究．具体地讲，给定函数 f∈ 

s一2，p(Q)，9∈B：-1-参 (aQ)，寻求 

{ E fl, 26 
的解 ∈日 ， (Q)，这里椭圆算子 与边界算子 B分别为 

=

i

壹
,j=l
去( )考)+ i=1 6 )差+c(咖， (1．27) 

= 口 + {aQ全口饥乱+ 乱， ∈日 )· (1．28) 
而 

0
=  去， 是外单位法向量． (1．29) 

这里无妨假设口订( )， ( )，c( )∈ o。(Q)，而口( )I6( )∈co。(aQ)．空间 s--l--~p(aQ)是一个 

插值型的Besov空间，即 

B： 一 Q)： ：口 1+6 1∈ ( Q) ∈ 吉(aQ))， (1．3o) 
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其上的范数定义为 

lI lIB：一 一 t 妒：。妒in
。

f
+6妒。 

lI 1lIB 8
，

--  一 吉十II 2 B； 吉／)。 
一 般椭圆边值问题 (1．26)的可解性等价于证明体算子A：(A，B) 

f ：H ， ( )一 一。， ( )×B ～ 一言 ， 

1 ：{A ，B )， v ∈ ( )： s，p 
是双射．根据拟微分算子的理论，它等价于证明面算子 (即面上的算子) 

f丁： s，_ 1-(aQ)一  吉～ (aQ)
， 

I TT=aIIT+bT=-(n (  ̈)lan 
是双射，即证明面上积分方程 

丁 aoT十6 ：，， V，∈Bp。,p (aQ) 

(1．31) 

(1．32) 

(1．33) 

(1．34) 

可解．这里 P：BP ,P (aQ)— ，p(a)是抽象的 Poisson算子．换言之，算子 是体上的 

Fredholm算子的充要条件是丁是面上的Fredholm算子．所谓Fredholm算子是指：称Banach 

空间 到 Banach空间y上的稠定的闭线性算子 丁是 Fredholm算子，如果它满足 

(a)dimN(T)<oo； 

(b)R(T)是 y中的闭集； 

(C)codimR(T)<。o． 

如果丁是 Banach空间 到自身的紧算子，可以直接利用 Riesz—Schauder理论(或Fred- 

holm二择性原理)求解 (1．34)： 

Riesz．Schauder定理 设 丁是 Banach空间 (可换成一般的赋范线性空间)到自身的紧 

线性算子，则下面结果必有一个成立： 

(i)齐次方程 —Tx=0有非平凡解 ∈ ； 

(ii)对于每个Y∈X，方程 —Tx=Y有唯一的解 ∈X．且在此情形下，算子 ( 一丁) 

是有界的． 

作为特例，对于 Hilbert空间 日(无妨设 H：H )上，有如下更细致的形式． 

Fredholm 定理 设 丁是 Hilbert空间 到自身的紧线性算子．对任意的 ∈C，记 
= { ∈ ；Tx=Ax}， ={ ∈日；T Ax}．则有下面结论； 

(a)使得 ≠{0>的 ∈C是有限的或可数的．在可数的情形下，只有 0才是 的聚 

点．另外，对任意的 ≠0，dimV；~<oo； 

(b)设 ≠0，dimV；~=dimWX； 

(C)设 ≠0，R(M —T)是 中的闭集． 

如何判断 丁是 Banach空间 到 Banach空间 y上的 Fredholm算子? Peetre给出了一 

个 方法，即 

Peetre定理 设 ，y， 是 Banach空间， ，线性算子 丁： H y是具定义域 

D(T)的闭算子．则下面两个结论等价： 

(a)dimN(T)<。。，R(丁)是 y中的闭集； 
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(b)存在一个常数 >0，使得 

II IJ C(IITxlIY+IIxllz)， ∈D(丁)． 

可以证明 (1．34)中的 丁是 Fredholm算子， (1．26)的可解性的困难就归结为证明 丁是满 

射，换言之，就是证明 

ind(丁)=dim(N(T))一codim(R(丁))=0． (1．35) 

由此就推出边值问题 (1．26)可解，详见 Taira书 ． 

(v)对于边值函数f∈ (aQ)的情形，亦可以利用调和测度的方法来研究边值问题．例如， 

考虑 Dirichlet问题 

0' 

(1．36) 【
uloa：f，f∈ ( )． 

对任意 ∈Q，由极大值原理，映射： ，— ( )是 c(oa)上的连续线性泛函．由 Riesz表现 

定理，存在唯一的正的 Borel测度 叫 ，使得 

( )=／f(Q)dw (Q)， (1．37) I，an 

此处称 是在 处的调和测度．作为Harnack原理的直接结果， 与 。是相互绝对连续 

的，进而可以证明 ( )就是 (1．36)的解，详见Kenig的专著 [16】． 

下面从奇异积分算子的发展进程，来考察它在椭圆边值问题研究中的作用和联系． 

1．第一代的 Calder6n—Zygmund奇异积分算子 

粗略地讲，第一代Calder6n-Zygmund奇异积分算子是卷积型的奇异积分算子，Hilbert变 

换、Riesz变换等就是其典型例子．利用 Calder6n-Zygmund算子是 (p，P)型算子，可以方便地 

证明解的正则性．例如：已知 

△ =f，f(x)∈L (R )， (1．38) 

证明 

02U
∈L2(R )， 1≤ ， 扎． 

事实上，由 Fourier变换，可见 

Au：f 砬：一二IE：L2，( )， 

于是 

此处 

ll2=ll静 )ll2= ∽ t刘。， (1．39) 

Rj(f) V． )dY， j『_lj 2，⋯ ，n (1_4。) 
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就是 Riesz变换．进而，由 是 (p，P)型算子， 1<P<。。，从而有 

{{ 02u ，ll ，．，∈ <p<∞． (1．4 ) 
下面从乘子的观点，给出第一代 Calderdn—Zygmund算子的等价定义． 

注记 1．3 习惯上，上一节定义的经典的 C⋯Z算子 

Tf=／ K( 一y)f(y)dy=(K}．，)( ) (1．42) 

称为第一代 Calderdn—Zygmund奇异积分算子．用乘子的观点， 可以写成 

Tf= m(∈)}f． (1．43) 

此时，乘子 m(∈)应满足 

(i)" (∈)=仇( )， >0； 

(ii)m( )∈COO(R ＼{0))； 

(iii) m(∈)d盯(∈)=0，∑ 是 R 中单位球面． 

注记 1．4 第一代 Calderdn—Zygmund奇异积分算子所对应的核函数 K(x)= m(∈)满 

足 

K(x，Y) K(x～Y) O(fx一 『一 )． (1．44) 

现将 Calder6n Zygmund奇异积分算子的概念予以推广．设卷积型算子 (1，43)对应的核函 

数满足 

K(x，Y) O(fx一 『～ + )， (1．45) 

我们引入如下概念： 

(i)当 =0，K(x—Y)对应的算子就是第一代 CalderSn—Zygmund奇异积分算子； 

(ii)当 0< <n，K(x—Y)对应的卷积型算子称为弱奇异积分算子； 

(iii)当 <0，g(x—Y)对应的卷积型算子称为强奇异积分算子． 

我们发现，在 是 R 中有界的光滑区域时， Laplace方程的 Dirichlet问题、 Neumann 

问题 (及其相应的外问题)所对应的积分方程中出现的算子 (见 (1．11)及 (1．12))的核函数满足 

Ig(x，Y)I=IK ( ，Y)I—O(Ix～yl一 + )， (1．46) 

这说明TK，Tn 是弱奇异积分算子．注意到定义在有界光滑的边界 上弱奇异积分算子了 或 

了 是紧算子，借助于 Fredhohn原理就可以建立椭圆边值问题的可解性．由此可见，第一代奇 

异积分算子在处理常系数椭圆边值问题中起着关健作用． 

2．第二代 Calderdn-Zygmmund奇异积分算子 

在处理变系数的椭圆型方程的边值问题时，无法利用第一代 Calder6n—Zygmund奇异积分 

算子．其原因在于变系数的椭圆型方程的解算子不再是卷积型算子，这就诱导出第二代的奇异积 

分算子． 

在 R”中考虑变系数的椭圆算子 

0 ∑ 

一 

l_ 

U 
己  
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由Fourier变换，可将 Lu改写成 

⋯ 一

i ％㈤(( ) 
,j=l 

02U 

。 )e 

i

∑
,j=l

。 岛 )e一 

i 

口 

i 

。 叫’‘ 匆 

=A／D L(x,x-咖(y)dy． 
粗糙地来看，线性偏微分方程 Lu=g的可解性就归结为如下奇异积分算子的有界性及可逆性研 

究． 

定义 1．5 算子 

Tf=P．V．／ L(x， ～y)f(y)dy (1．47) J
Rn 

称为第二代 CalderSn～Zygmund奇异积分算子，如果 

(i)L(x， )= 一”L(x， )，V >0； 

(ii)L(x，z)∈ 。。(Rn×R ＼{0})； 

(iii)． L(x， 如( )=0，Vx∈R”，这里 ∑”是 R”中单位球面． 

采用球调和函数的展开技术，可以证明： 

命题 1．6 对任意 l<P<。。，由(1．47)确定的第二代 CalderSn—Zygmund奇异积分算子 

是 (p，P)型算子． 

注记 1．7 (i)从形式上来看，第二代 Calder6n—Zygmund奇异积分算子是半卷积型算子． 

(ii)第二代CalderSn—Zygmund奇异积分算子就是拟微分算子原始模型，拟微分算子是第二 

代Calder6n-Zygmund奇异积分算子及位势的推广．一般地说，拟微分算子可表示成 

．，= 

这里 是 所对应的象征或符号．拟微分算子的分类是按照象征 及其导函数的增长尺寸来 

进行的．椭圆型算子的分类是：对于任意m∈N，称 ( ，∈)∈S ，如果 

l ( ， )l ， (1+l 1) 一I ． 

可以证明， ( ， )∈S 对应的拟微分算子可以写成 

T|=P V |R(x ∞一y)f(y)dy 
J兄n 
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的形式．更一般地， (-z， )∈s 是指： 

{ ( ， ){ A ， (1+ )m-pl。I+ 

拟微分算子是处理一般变系数的线性偏微分方程理论最有效的工具之一，有兴趣的读者可 

见 HSrmander的专著 [12】． 

3．第三代 Calderdn-Zygmund奇异积分算子 

我们发现，在研究 Laplace方程的边值问题时，边界的光滑度对于证明积分算子 

厂 

j =／ K(x， ) d ( ) 

是弱奇异Calder6n—Zygmund积分算子起着重要作用．借助于弱奇异积分算子的紧性，可用Fred- 
holm理论来求解边值问题．若放宽 Q为 Lip边界 (即 Q局部地可表示成 Lip函数的图像)， 

是否能求解椭圆边值问题?这也是诱发人们研究第三代 Calder6n—Zygmund奇异积分算子的一 

个动因之一．在表述问题之前，先回忆几个概念： 

(i)称函数 ： R 一R是 Lip函数，如果 3M >0使得 

( )～ ( ){ M{ 一 {， Vx，Y∈R 一 ． (1．48) 

(ii)称 Q是 Lip区域，如果 Q可局部地表示成某个 Lip函数的图像． 

(iii)设 P∈aQ，称 r是以 P为顶点的非切向锥，如果总存在另一个锥 r 和某个 5>0使 

得 

≠F n (P)＼{P)c F n B6(P)c Q， (1．49) 

这里 (P)是以 P为心， 5为半径的球． 

(iv)非切向极大函数： >1，P∈ Q，定义非切向极大函数为： 

Mzu(P)：sup{乱(Q)： fQ—Pf< dist(Q， Q)， Q∈Q)， 

这里 乱是定义在 Lip区域 Q上的函数． 

与通常记号相同，仍用 

夕(P)=s u
>

p

。 n Br(P) 
Q)I打(Q)， P∈ Q 

(1．50) 

(1．51) 

表示 Hardy—Littlewood极大函数，这里 ( )表示集合 的测度．类似地， VP∈ Q，定义 

夕(P)：
P Q) ⋯ r(Q)i )lda(Q，)． (1．52) 

容易看出， 与 等价，即 

Mg g CMg． (1．53) 

由Hardy—Littlewood极大函数理论， ， 均为 LP(O~)上的有界算子 (1<P<。。)． 
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现在我们来考虑 Lip区域 Q上的Dirichlet问题 

与 Neumann问题 

f Au=0， ∈Q c R ， 

I laQ=f， 具有界的Lip边界 

r Au=0， ∈Q， 

IaQ=，1 aQ具有界的Lip边界 

(1．54) 

(1．55) 

设f∈L2(012)，来说明Dirichlet问题及 Neumann问题适定性的内涵． 

Dirichlet问题 存在唯一的 ( )在 Q内调和，对几乎处处 P∈012， (Q)非切向几乎收 

敛于 f(e)且满足 ∈L ( Q)． 
Neumann问题 存在唯一的 ( )，它在 Q内调和，在边界上满足 Mz(Vu)∈L。(aQ)，并 

且 

Ttp．W (Q)一，(P)， Q以非切向收敛于P． 

例如，考虑上半空间的 Dirichlet l可题 

』△ =0， ( ， )∈R 一 ×R+， (1．56) 
I It：0=f， f∈L (R ～ )， 1<P<o。． 

那么， =R( ) ，就是 (1．56)的唯—解，并且 

sup Il ( ，t)ll， IIfll，， 
t>O 

( ，t)些 ， 

这与前面所讲的Dirichlet问题的适定性含义完全吻合． 

与光滑区域的边值问题类似，考虑双层位势和单位位势 

Q 

dot(Q) 

注意到aQ的具体表达式，可将P=( ， )，Q=( ， ( ))代入 (1．59)，(1．60)，就得 

这里用到 

=  厶一。 瓮 9㈤ 
． (V ( )，一1) 帝  

(1．57) 

(1．58) 

(1．59) 

(1．60) 

(1．61) 

(1．62) 

(1．63) 

及 v 几乎处处存在．可直接验证，(1．61)，(1．62)所确定的函数在 Q上调和且满足如下结论 
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命题 1．8 设 1<P<OO，则有 

(i)Mz(VSg)，M~(Dg)∈Lp(on)且 

(ii) 

(iii) 

MZ(VSg)IIL (an)，fIM~(Dg)IIL (aQ) lI夕}fL (an)． (1．64) 

lira--1 fl~ > ，如 夕， 
lira --1 

J(1~im > 群  夕， > 币= 两阡 夕 一 
f rTglIL (Q)， IIT gill (f2) cl rgllL (aQ)． 

( 夕)士(Q)=土 1夕(Q)+ 夕(Q)
， 

(nQ． s夕)土(Q)=千 1夕(Q)+ 夕(Q)
， 

’  

(1．65) 

(1．66) 

(1．67) 

(1．68) 

(1．69) 

这里 “+，，表示从 Q内取非切向极限， “ ”表示从 Q的外部取非切向极限， 是 的共 

轭算子．因此 (1．54)及 (1．55)的求解归结为求解面上的积分方程 

丢 )+Tg(Q)_，， 

去9(Q)+ 9(Q)：，． 

(1．71) 

(1．72) 

由于 及 是非紧算子，故无法利用 Fredholm理论来处理 (1．71)和 (1．72)．然而，T及 T 

属于第三代 Calder6n．Zygmund奇异积分算子． Coifman，Mclntosh及 Meyer[ 1证明了形如 

=  

> 

( ( )妇 (1_73) 

的算子是 p—Lp上的有界算子 (1<P<。。)，这里 

：  ． 

由此亦就推得 T及 是 (p，P)型算子．进而，利用 Rellich等式 

可以证明 

(1．74) 

n( f 训2do-=2／on考· e ，1)， 
u∈Lip(丽)， Au=0 X∈Q． (1．75) 

。⋯  

Q 

(1．76) 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


6期 苗长兴：偏微分方程的调和分析方法简介 653 

这里 

( ( )，⋯ ， 一1( ))是 a【2在 ( ， ( ))处切平面的正交基底．进而，利用连续性方法可以证 

明算子 士 ，+T及 士 ，+T 在 L0(0a)是可逆的．从而建立了 (1．70)，(1．71)的可解性，即 

Dirichlet及 Neumann问题的适定性结果． 

注记 1．9 关于 Lip区域 【2上边值问题的研究． 1977年 Dahlberg利用调和测度方法，首 

先解决了Dirichlet问题在 (【2)上的可解性，其中2一 (【2)<P<。。．Dahlberg的方法依赖于 

积分的正性、Harnack不等式及极大值原理．故无法用此方法求解Neumann问题、高阶椭圆型 

方程的边值问题及椭圆方程组相关边值问题． Fabes，Jodeit及 RiviereIs]，利用Calder6n在 [3】 

中建立的 Cauchy型积分在 C 曲线上的 (1<P<。。)有界性，解决了 C 区域上的椭圆边 

值问题．1981年，Coifman，McIntosh及Meyer[5]推广了Calder6n的结果，建立Cauchy积分 

在Lip曲线上的 有界性，为解决Lip区域【2上一般椭圆边值问题打开了大门． verchotal46_ 

发现 Rellich恒等式及其相应结果可以取代边界算子的紧陛，从而建立了Lip区域上一般椭圆边 

值问题的可解I生，也可见 Dahlberg及 Kenig的工作 【7j． 

Laplace方程在Lip区域 【2上边值问题，有如下一般结果： 

定理 1．10 对任意的 Lip区域 【2，总存在 ￡=￡(【2)>0，对任意的 

2一￡(【2)<P<。。 

及 i∈LP(0Q)，存在 U满足 

f△ =0， X∈【2， 

l u}aQ=．，， ∈aQ， 

这里边界取值是在非切向极限意义所取，进而 A4ZU∈LP(O~)且 

(1．77) 

IIp cllYllp， C：c(Z，Q)， >1． (1．78) 

定理 1．11 设【2是任意的Lip区域，总存在￡(【2)>0使得对所有 

l<P<2+￡(【2) 

及 i∈LP(Oa)，存在 ( )满足 

f Au=0， ∈Q， 

1、 锄 
这里边界条件意指：当 P非切向趋向于 Q时，有 

礼Q．V (P) ，(Q) 

进而， ~4z(Vu)∈LP(Oft)且 

lIMZ(W )IIp cllYllp， C=c(z，【2)， >l 

(1．79) 

(1．80) 

∑ 

l1 
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注记 1．12 (i)定理 1．11的结果是最优的．事实上，即使对于光滑区域 Q， 

IM~( w  )l

“

l cll fl l ： 2 (1．81) 【l p p， > 
都可能失败．同理，对于 Dirichlet问题，亦有类似的结果． 

(ii)用上面方法，可以处理驻定Navier-Stokes方程的边值问题 

∈Q． 

X∈Q， (1．82) 

Q． 

其中 ：( l，⋯ ， )，P是纯量函数，具体可见 [161． 

下面给出第三代 Calder6n-Zygmund奇异积分算子的形式定义，本质上就是 Lip曲线上的 

Cauchy积分算子，它是非卷积型算子 f6，22，37]． 

定义 1．13 ：V(R )一 ( )称为第三代Calder69一Zygmund奇异积分算子，如果： 

(i)Tf(x)=．f．只 g(x，y)f(y)dy，f(x)∈V(R )，X supp，； 
(ii)K(x，Y)是满足如下条件的分布核：存在 >0，满足 

(a)Ig(x， )I Clx—YI一 ，X≠ ； 

(b)lg(x，Y)一K(x，y1)l lY—yll Ix一 l一 一 ，lY—Y l≤ l 一 l； 

(c){g(x，Y)一K(x ， )I I ～ l { —Yl一 一 ，I —X {≤ I 一 I． 

定理 1．14[ ，22,。 】 设 是第三代 Calder6n—Zygmund奇异积分算子，且是 ( )上的 

有界线性算子．则 

(i)对于任意的 l<P<oo，T是 (p，P)型算子，即 lIT(f)llp cllfllp． 

(ii)T是弱(1，1)型算子，即 

m{ ∈ ： l (，)( )l> ) Ilfll1
．  

定义1．15[ 】~ -fi Tf(x)：厶 g(x， )，( )咖是弱有界算子(WBP)，如果对于c ‘ (舻) 
的任意有界集 S，存在 C=c(s)使得 

}／ ’E(2)砂 (2)d2j<CE ， V >0， ∈R ， ( )，妒( )∈S， l J
Rn l 

这里t(n)是一个充分大的整数， ， ( )： (里 )． 
我们知道，消失性条件在证明第一代Calder6n-Zygmund奇异积分算子是 (2，2)型算子是至 

关重要的，对于第三代Calder6n—Zygmund奇异积分算子而言，相应的替代条件是什么?这就是 

著名的 T(1)定理，它回答了上面的问题． 

定理 1_16(David-Journ6的 1定理 [1 2I ，。7j) 设 g(x，Y)是第三代 Calder6n-Zygmund奇 

异积分算子 

Tf(x)=／ g(x， )，( )dy 
‘，R n 

对应的核函数．则第三代 Calder6n-Zygmund奇异积分算子是 (2，2)型算子充要条件是： 

(i)T1∈BMO(R )， 1∈BMO(R )； 

Q二 
一 

，●●●，， 、●●【  
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(ii)T是WBP型算子． 

2非线性发展方程的 Fourier限制性方法 

本节我们从宏观的层面给予非线性发展方程的研究提供一个考察，说明调和分析方法在近 

代发展型方程研究中的作用．众所周知，非线性发展方程的定解问题 (Cauchy问题、初边值问 

题等)均可归结为如下抽象 Cauchy问题 

u t

，

+

、

A F( )1 ∈R ， ∈R+(或 R)1 
(2．1) 【 (o)

：  ( )． 

它的研究主要涉及如下研究领域： 

(A)适定性问题． 

(B)解的性态 (含有限时刻 Blow-up、解的分歧、解的奇性传播、解的奇性结构)． 

(c)解的散射陛理论 (主要针对波方程、色散波方程)与解的渐近行为 (主要针对耗散型方 

程如抛物型方程)． 

适定性具体内涵是：给定初始函数 ∈ ，问题 (2．1)是否确定一个唯一的连续流 u(t)∈ 

C((-T， )；X)或 钍(t)∈C((0， )； )．特别，当T：。。时，钍(t)∈C(R；X)或 u(t)∈c(R+；X) 

就变成了整体流，即问题 (2．1)的整体适定性．这里要求 Banach空间 确保算子 在 生 

成一个 半群 (或 群)．换言之，与(2．1)相应的自由系统 

vt

⋯

+Av=

，

0

、

， ∈R ， ∈R+(或R)1 
(2．2) l (o)

：  ( ) 

有唯一解 v(t)=e-At~fl，这里 e 就是 A生成的 一算子半群． 

如果 (2．1)不能决定唯一的整体流，解在什么时刻发生 Blow-up?解在什么时刻发生分歧 

现象?解的奇性是如何传播的?解的奇性结构如何?是否可以给出这一奇性的特征刻画?如果 

(2．1)决定了—个连续的整体流，当t一。。或t一 +oo时，u(t)的渐近状态如何 ?这就是 (B)要 

研究的问题．特别，对于波动方程及色散波方程，当解整体适定时，派生出著名的散射性理论． 

散射性理论主要涉及波算子的存在性及渐近完备性． 

调和分析处理解的层次介于光滑解与弱解之间的解，换言之，就是在合适的函数空间中求 

解如下的积分方程 (习惯上，称通过Picard方法求解积分方程 (2．3)所得的解是温和解称 (mild- 

solution))： 
，￡ 

u(t)：e-Atqj+／e--A(t--'c)，( (7-))打． (2．3) 

注记2．1 (i)广义解是在较大的空间中求解，容易获得，但是未必是唯一的．因此亦未必就 

是我们所寻求的物理解．我们认为，只有可以正则化的弱解才有可能是唯一的，也才可能是真正 

的物理解． 

(ii)光滑解是在较小的空间中求解，在证明存在性时难度最大，但是一旦获得，它就是满足 

物理意义的唯一解． 

(iii)mild解是介于光滑解与广义解之间的解，具有可正则化的特点，可以理解mild解是与 

守恒量中出现的正则性相同的解 (描述物质运动、相互作用的PDEs都是服从一定的守恒律的)， 
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即能量层次的解．进而，可以在比能量空间更弱的空间中研究积分方程(2．3)，这就是低正则性问 

题，这是当前调和分析与偏微分方程研究领域的热门研究方向． 
一 般来讲，(2．1)适定性的研究是通过研究如下积分方程 (2．3)来实现的．为清楚起见，先 

引入一些概念： 

定义 2．1[25](局部适定性) 称 (2．1)或 (2．3)在函数空间 中局部适定，如果满足如下条 

件： 

(i)给定 ∈X，存在 T=T(1l~llx)(当 是临界空间时， T= ( ))和 (2．1)或 (2．3)的 

唯一解 

乱(￡)∈x(i)兰 ( ；X)n⋯ (2．4) 

这里 ⋯ 表示一些合适的时空 Banach空间，而 T( )满足 

!i ( )=。。． (2．5) _O 、 、 

(ii)存在 =r(ff~ffx)及 M(ff~ffx)>0，对任意 ∈X满足 

lI 一 lI < (1I lI )， (2．6) 

则 

lI (￡)一乱(￡)fIx(I) M(II(PIIx)lI 一 【Ix， (2．7) 

这里 (￡)，乱(￡)分别是以 ， 为初值函数时所对应的解，I：【0，T)是两者的公共存在区间．换 

言之，解算子 一  (￡)决定了 { ( )： ～洲 < }到 x(I)的局部 Lip映射． 

(iii)如果 ∈Y— ，则相应的解 (￡)满足 

乱(￡)∈y(i)三 ( ；Y)N⋯ ⋯ 2．8) 

注记 2．2 (a)通过 Picard方法研究积分方程 (2．3)而获得的解通常称为mild解，(i)意味 

着 mild解的存在唯—性． (ii)，(iii)本质上意味着 mild解就是强解，它可以通过经典解在 x(1) 

模意义下的极限而得到．当初始函数足够光滑时，相应的解就是经典解． 

(b)如果直接在 ( ；X)中求解 (2．1)(具体地说，直接用在 ( ；X)范数诱导的度量意义下 

构造不动点)是困难的．利用紧致法或其它方法得到的解 乱(￡)∈L ( ： )，未必唯一，也不能 

直接得到解的连续依赖性．事实上，求解积分方程 (2．3)，一般来讲是在 c( ；X)的子空间中进 

行，即 ( ；X)与某些时空 Banach空间的交中进行．换句话说，就是要充分考虑到解的时空可 

积性． 

(C)当 x是临界空间时，总存在 叩>0 当 <叩时，可以获得解的整体适定性，即 

乱( )∈ (R； )N···或 (￡)∈C(R+； )n (2．9) 

散射性理论 对于整体适定的非线性波方程(或色散波方程)，解的长时间形态如何?是否成 

立所谓的散射性理论．下面以非线性 SchrSdinger方程 

(2．10) 

U 

U 

—I( 

： 

￡  

0  _蠹 

，●，，、【  
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为例，给出散射性理论的概念．对其它色散波方程、经典的波动方程、 

射性理论的概念是完全类似的． 

问题的动因 设 (2．10)存在整体解 

u(t， )∈ (R；H (R ))n (R)， 

这里 

X}o (R)=L (R； ， (R ))， (口， r)∈A． 

Klein-Gordon方程，散 

(2．11) 

(2．12) 

当t一土∞ 时，u(t)具有什么样的渐近行为?是否在某种意义下趋向于相应的自由Schr6dinger 

方程的解 uo(t)= (t) ，即 

Ilu(t)一 (t) 日 =0· (2·13) 

一

般来讲，回答是否定的．事实上，当1<P 1+熹，存在 (z)∈S(R )，无论 llH 多么小， 
总有 

Ilu(t)一 (t) 日 ≠0， (2·14) 

这里 u(t)是 (2．10)的整体解，参见 [11]．基于上述原因，我们有必要寻找合适的条件，在此条 

件下寻求整体解 u(t)在 t一 士∞ 时的渐近态． 
一 般来讲，与 (2．10)等价的积分方程是 

ft 

钆(t)= (t) 一i／ (t—T)f(u(T))dT， ／(u)=~lulp一 钆． (2．15) 
0 

虽然在 t— ioo时与 (t) 不接近，但是 u(t)很可能与 

士(t)= (t) 士( ) (2．16) 

在t一士。。时充分接近，这里 士(t)是 

1 

锄t+言△ ：0， v(o)= 士( ) (2．17) 

的解． 

散射性理论主要涉及以下两个方面的内容 [25j。 ]： 

(a)波算子 Q士：设 士(t)= s(t) 士( )， 士( )∈y(或 y 的稠子集)．若总存在非线性 

Schr6dinger方程(2．10)的解 钆(t)，使得 

Ilu(t)一 士(t)；ylI=Ilu(t)一 (t) 士( )；ylI一0， t一士∞， (2．18) 

或 

IIs(一t)u(t)一 士( )；ylI一0， (2．18) 

这里 Y c L (Rn)是—个合适的 Banach空间．当 s(t)不在 y上生成有界的算子群时，常用 

(2．18) 来代替 (2．18)式，就诱导出波算子的定义： 

Q士： 士(z)H  u(0) ( )， (2．19) 
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它是 y(或 y的子空间)到 y的映射，特别称 +是正向波算子， 一是负向波算子．通常称 

土(X)是 u(t)在 t=士。。处的渐近态． 

(b)渐近完备性：设u( )是 (2．10)的整体解，问是否存在渐近态 土( )，使得 (2．18)或 (2．18) 

成立?对 V ( )∈Y(或 y的子空间)，总存在固定 土(X)∈Y，使得 (2．18)或 (2．18) 成立，就 

称 (2．10)是渐近完备的． 

若 (a)，(b)都成立，则映射 Q土满足 

+( +)=Q一( 一)= ( )． (2．20) 

根据非线性 SchrSdinger方程的 Cauchy问题的整体适定性理论，若 ∈y(例如 Y：L。，H 或 

其子空间)，问题 (2．10)决定唯一整体解，这样就诱导出散射算子 

S= 。Q一： Y—  (2．21) 

在散射性理论中，研究散射算子 s的连续J陛、解析性及它是否是一个同胚映射等也是散射性理 

论中富有挑战性的课题． 

u(t)：s( )[ ( )一t 士o。s(一r)，(u(r))dr] 

s： 一( ) Q一 )： 一(z)+ 厂。。s(一r) (r))打 
0 

( )～厂佃s(一r) (r))dr： +( )． (2-25) 
0 

注记 2．2 (i)在小解的散射理论中，波算子的存在性就意味着渐近完备性．然而，在通常 

情形下，渐近完备性是一个较波算子存在问题更为困难的问题，它要求非线项 ，(u)具有相斥睦 

及非线性波或色数发展方程解的整体时空估计．而波算子的存在性具有较统一的处理方法． 

(ii)一般来说，对于低增长的非线性函数 ，(u)，建立散射性理论是很困难的，这反映了如下 

事实： 

、 、  、 7  2  3  4  

2  2  2  

2  2  2  

，L ，L ，L  
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非线性函数 f(u)高 一 建立整体适定性理论困难． 

论的建立就简单一些． 

非线性函数f(u)低一 建立整体适定性理论容易． 

立散射性理论非常困难． 

但是，一旦整体适定性成立，散射性理 

但是，散射性理论要么不成立，要么建 

研究问题 (2．1)或 (2．3)的适定性及散射性 (渐近行为)，需要做些什么?调和分析方法与经 

典的研究方法在其中的作用如何? 

关键问题 (1)：选择合适的工作空间 ，确保自由系统是整体适定的． 

关键问题 (2)：寻求合适的时空 Banach空间，以适应非线性问题在 

( ；X)n L ( ；L (R )) 

中求解，这本质上也就开发了线性方程的解所满足的时空可积性即 Strichartz估计． 

关键问题 (3)：建立散射性就归结为建立解的整体时空估计，即 

ll (t)；L (R；L (R ))ll<。。， (q，r)∈A． 

问题 1的考察．对 ∈X，确保自由 Cauchy问题 

仇+Av：0， v(o)= ( ) 

在 中适定 (在 中生成一个整体连续强流)，即 

v(t)=e-Arc∈c(R，X)或 ([0，。。】，X) 

仁 一A在 中生成 群 舒  一 e～ =e-A( ) 是 上的乘子． 

例如，考虑自由热传导方程的 Cauchy问题 

仇一Av=0， v(o)= )， 

其解 

(t)：e △ =． ～ (e一 l{l。 )：G( ，t)} ， ( ( ，t) (47rt)一詈e-- ． (2．29) 

易见有如下的基本结果： 

(a)e 在 (1<r<oo)中生成—个 半群 (且是解析半群)，即：不仅是代数意义下的 

“半群”，即 

e 
△

．

e。△
： e

( +s)△
， 

e0△
= I， (2．30) 

更重要的是满足 

。

lim lle △ 一 llLr(Rn)=0． 

此恰好对应着 (2．28)的连续依赖性，这是 (2．28)适定性所不能缺少的． 

(b)从乘子的角度来讲，有 

lle一1~12tllM；=lie一 。llM；= sup II~--le- 。J：~llp<。。． (2．31) 

I1~11p=1 
#6LpfR ) 

、J 、J 、 6  7  8  

2  2  2  

2  2  2  

，I ，I ，I  

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


660 数 学 进 展 

(C)解算子是平移不变算子 (在任意的平移不变空间，如 ，l≤r<。。)．故可以对 V ∈X： 

在形如 

x(i)=C(，；X)n⋯ 

中求解非线性热传导方程的 Cauchy问题，所容许的非线性增长则是依赖于函数空间 的度． 

例 2 自由SchrSdinger方程的 Cauchy问题 

仇+Av=0， v(o)=0 (2．32) 

的解 

)~=eira = -le-itl~l2 = e - 4t O ( 

= M(￡)D(￡)． M(￡) ． (2．33) 

这里 
。 ．。 

M(￡)=exp( )，(波阵面) 

D(￡)=( ￡)一号 (詈)．(复的半伸缩算子) 
容易验证 [12,13,25]： 

； ；<。。 错 P三2， (2．34) 

这也是对 SchrSdinger方程或其它波 (色散波)方程而言，总是在 X =L。或 H 为基本工作空 

间的原因． 

当P≠2时，臼由Schr6dinger方程 (2．32)在 p中是不适定的，虽然从代数运算上：诸如 

eira
．

eisA = eisA
．

eira = et( s)△ 

来讲生成一个代数意义下的群，然而 

{ im。llen△ 一 llp≠0，P≠2 

因此，连续依赖性结果失败． 

下面来考察如何在 c(i，X)中研究非线性方程所对应的 Cauchy问题 (2．1)或 (2．3)的适定 

性． 
一 般来讲，直接在 c(i，X)中用不动点原理来处理 (2．1)所确定的映射是困难的 (就非线 

性色散波方程，要求 是 Banach代数)．因此，当 是低正则空间时尤为如此．但是，可在 

C(I，X)的子空间 (不增加可微性的要求) 

X(I)：C(I，X)n L (，，L (R )) 

中进行，这就要求： 

(A)形如 

lIe-tA圳L。(j
，L (Rn))≤cll~llx 

的Strichartz估计及相应的非齐次部分的 Strichartz估计． 

(2．35) 

(2．36) 
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(B)设非线陛项 F(u)满足 

F( ( ，A2t))：：Am+OF(u(Ax， 。 ))， (2．37) 

其中m是算子A的最高阶导数的阶数，则 所能容许的最高非线性增长满足 

deg )≥一o(p)， 

由此可确定 P的范围． 

(A)的回答与理解：先来讲 Strichartz估计与 Fourier限制型估计(本质上可归结为振荡积 

分估计)． 

我们知道，由Riemann—Lebesgue定理知： ： (兄 )一 Co(R )，这里 

G『0( )：{，( )∈C(n )且 ． im ，( )：0} 
lZ l—●o。 

另一方面， 是 。( )— 。( )的等距变换 (它可以通过 S(R )上的Fourier变换及延拓 

定理而获得)．对于一般的 p，l<P<2，可以定义其 Fourier变换 

f： h七 f2， f：乱七f2， ^∈L ， f2∈L2 

易见，上述定义不依赖于分解的方式． 

对于P>2，无法定义 上函数的Fourier变换 (在通常可积函数意义下)．然而，在广义函 

数的意义下是可行的，其方式是：用对偶方式可以证明 是 S ( )— S ( )的同胚映射． 

注意到 ( )c S ( ) >2)，对，∈LP， 了∈S ( )作为一个广义函数总是有定义的． 

限制性估计 对V，∈L1( )， ：，( )∈Co(R )， 

V，∈L2( )， ，= ( )∈L2( ) 

明显地，对于任意的光滑超曲面E c R 及，∈L ( )，，( )iE∈c(z)逐点有定义．然而，对 
于，( )∈L。( )，我们知道，( )∈L。( )，它在光滑超曲面∑无法逐点定义．退一步讲，它在 
光滑超曲面 ∑是否有 

，( )IE∈L。(∑)? (2．38) 

如果 (2．38)不成立，能否找到一个 Po和满足一定条件的光滑超曲面 ∑，使得当 l<P≤P0<2 

时， 

，( )IE∈L。(∑)． 

换言之， 

fl，( )flLz(E) cIl：llp， 1≤P≤po<2． (2．39) 

下面来寻求 (2．39)成立的条件．对于 Fourier限制型估计，要求∑具有非零曲率．如果不 

然，取 

E：{( l， 2，⋯ ， )I l：0)， 

，( )=u(x1) ( )∈12 (这里1<P<2)． 
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这样 ( )：砬( 1)0( )在 ∑上的限制是 

，( )I∑= (0)0( ) 

于是， ( )I∑良定的必要条件是： 

)= ) e R 

有确定的意义．然而， u(x1)∈ (R)(1<P<2)并不能确保积分厶u(x1)dxl<。。，因此无法 
确保，( )I ∈L。(∑)． 

定理 2。l(Tomas—Stein限制性估计)设 s是R”上具有非零高斯曲率的光滑超曲面，则有 

如下 限制性估计 

( )) (So)llfll ， 
V，∈Lp( ， 1 P po= ， (2．40) V，∈ (R )， 1 = ， (2． 

这里 So c S是开集且 是 s的紧子集． 

Tomas—Stein定理的证明可参见 [14，25，36—40】_本质上限制性估计就等价于一些线性发展 

方程解的Strichartz时空估计．方程不同，相应的光滑超曲面也有所不同．下面以 SchrSinger方 

程为例来说明． 

设 

S={( ，r)：R( ，r)=r一 =0} 

是 Rn+ 上的抛物面．易见，自由 SchrSdinger方程的解 s(t)l可表示成为 

S(t)f：(27r)一号／ e ，( ) ({)：(2n)~E (， )， (2．41) 

这里 d ( )== (7．一l l )d7． ， ：( ，￡)， =( ，7．) 

由 Tomas—Stein限制性估计，可得 

( ，· ) ， p 雨2n+4． 42 
由Scaling原理，可见 

( )喜 ，p= ． 43 
由Littlewood—Paley分解 

，=∑／kkf三∑A， 
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ttftt~
,
。
<Avtlflt ， p= 

由对偶原理， (2．44)对应的就是经典的对称 Strichartz估计： 

e讼 ，Ij (R⋯ )<Cltftt2， q=2+元4 

(2．44) 

这里用到： 

(eiAtf，g)：(f，eiAtg) II II2II (e △ 夕)II2≤cllfll2II夕IIp． (2．45) 

由此获得对称形式的Strichartz的估计。至于非齐次项的情形，它是 (2．45)与Hardy-Littlewood— 

Sobolev不等式的直接结果。 

注记 2．4 (i)用守恒积分 

lIv(t)tlL。(Rn)： II2 

及 (t)的显示表达式 (t)：(47tit)一号 ei ( )匈 所满足的 L 一Lo。衰减估计 

I 一≤ 一 训l， 

插值可推出 

ttvtlp≤cttt一 )ttctlp， 2≤P≤∞． 

由泛函对称方法，可以建立—般的Strichartz估计 

lt~ttL (f； r(R ))≤cttCtt2， 

II e t一．r)△，c ，下，d下II ，；L R ，， ”，” ，； R ， ， 
这里 (q，r)，(ql，r1)，(q2，r2)∈A表示时空容许对，即满足 

昙=n(丢一 )， ( 
其中 

q = ，r ：南 ， =R或 ，是满足0∈了的区间． 

n> 3． 

n= 2． 

n= 1． 

(2．49) 

、 ● ／  

●  

p ^ 

} 、 ● ／  

^ 

， 一 一j ∑ 

¨  

p 

，  

∑ 一、、 

V1 

、J  一． ‘ 一 ．∈ 1 ／ ● 一，／ 

A 

Vl 

、J 、 、 6  7  8  
4  4  4  

2  2  2  

，【 ，【 ，【  

一2  

<一 < <一 

r r r 

<一 <一 <一 

2  2  2  

／●-●-，(1II【  

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


664 数 学 进 展 36卷 

(ii)作为插值定理、Besov空间的等价模刻画，我们有更一般的Strichartz估计：设 (q，r)∈A， 

(q1，r1)∈A，8∈R， =R或 满足 0∈ 的区间． 

S(t)~IIL (，；日； ) CII~IIHs， (q，r)∈A， (2．50) 

j
f
o

t 

ei(e-~)Af( ，r)drf{L (，；日 ) cII夕( ，t) i(，；日：i， )． (2．51) 
(iii)时空估计为研究非线性发展方程提供了合适的工作空间．例如：对 ∈L。(R“)，半线 

性 Schr6dinger方程的 Cauchy问题 

( ，t)∈R ×R，l<p<l+ 4
， 

(2．52) 

在 。(R )中生成一个整体流，即 u(t)∈C(R；L。(R ))且满足 

“ )∈C(R；L。(R ))n n (R； (R ))． (2．53) 
(g，r)EA 

众所周知，仅用形如 C( ；L。(Rn))空间无法得到 (2．22)在 。中的局部适定性．然而，可用其 

子间 

X=C(I；L。(R ))n n Lq( i (R“)) 
(g，r)EA 

来建立 (2．52)在 。(R )中的局部适定性．进而，借助于局部解满足 。守恒积分，证明(2．52)在 

。(R )中生成一个整体流，详见【45】或【25】．类似地，在波方程、SchrSdinger方程的Cauchy问 

题解的适定性、散射性等问题研究中，时空估计起着关键的作用．最典型的例子如：借助Strichartz 

时空估计 [141 25,38,。引，结合 Morawetz估计 [261。引，Brenner解决了次临界 Klein Gordon方程解 

的散射理论 [2】’Ginibre-Velo解决次临界Schr6dinger方程的散射理论 [10】．最近，Tao，Shatah， 

Nakanish等数学家解决了I晦界 Klein—Gordon方程，临界 SchrSdinger方程能量解整体存在性与 

散射理论，详见 [5，6，20，21，30，31，33—35】等． 

(iv)借助于时空可积性，可以在较弱的意义下导出能量恒等式．例如：设“(t)∈c(R；H (Rn)) 

是如下半线性 SchrSdinger方程 

1 +，( 

54， 

的H 整体解．如果u∈ q0 (R；L (Rn))，这里(q，r)∈A，则总有 

E1( (￡))：／(} j。+ ( )) =E1( )， 
√Rn 

这里 

aV (z)
=  )． 

(2．55) 

(2．56) 

U 

— 
p n 圳 R 

一 ∈ 

ll 

U 
△ 

l 一2  ： 

一 

“ 

，

巩 u 

，●●-(1【  
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{ ‘ 。 (2．57) 
的Leray—Hopf弱解 u(t)∈ (R+；L2(R ))n (R+；疗 (R ))，它仅仅满足能量不等式 [19】 

Ilu(t)ll；+2／IlVull~dt ll札0( )ll；，0 t T<o。． (2．5s) 
0 

然而，如果假设Leray—Hopf弱解u(t)∈Lq([0， )，L (R ))，这里 

昙=札( 一P 、1／，札 r 。。， q ＼r 。 
则 Leray-Hopf弱解满足能量等式 

lI~(t)ll；+2／lIWll~dt=ll札0( )ll；，0 t T<o。． 

(2．59) 

(2．60) 

进而，由Serrin-Wahl的正则化理论， u(t，X)∈Co。((0，T)×R )． 

(V)用 Scaling的观点，亦可以看出时空容许对所满足的容许关系是自然的．以SchrSdinger 

方程为例来说明之．可直接验证，若 =v(x，t)是 

： ～  △ ， )= ( )∈L2(R“) (2_61) 

的整体解，则 (t)： ( ，A。t)是 (2．61)将初始函数换成 ( )的解．若 ( ，t)∈Lq(R+，LP(Rn))， 

1<P，q<。。，那么，P，q应满足什么条件? 

记 

，q( )=IIv(~x， 。t)llL ( 十；L (R ))， 

( )：ll ( )llL ( n)． 

那么，v(t)∈ (R+；L (R“))的必要条件是 

order( ，q( ))=order( 2( )， 

(2．62) 

(2．63) 

(2．64) 

对于其它类型的方程，亦有类似的结果，读者可参见 [25]． 

(vi)不同类型的发展方程的时空估计是不同的．这样，它所对应的容许对 (容许三元簇)、 

时空空间都有差别 [23，24，28】．究其原因，区别在于相应的自由线性发展方程对应着不同的振 

荡积分．换言之，对应着 Fourier变换在不同的光滑流形上的限制性估计．这也是调和分析中很 

有难度的问题．可以讲，这是调和分析及发展型方程联系的桥梁 [2I5]． 

、 l，  5  
6  

2  

，f  

、 1 ／  

1 一r 

一 

1 ～2 

，，●

一，／ 

n 

= 

2 一q  

n 
且  

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


666 数 学 进 展 

3 Fourier频率分解方法与 I一能量方法 

以非聚焦的三次非线性 Schr6dinger方程的 Cauchy问题 

f iu￡+Au=『ul。U， ∈R。，t∈R， {札(0)： ( )∈ s(R。)， ∈ 3 (2．66H 
X R 

) 【札(0)
=  ( )∈ (R。)， ∈ 。 

或等价的积分方程 

u(t)=s0) 一i／s@一7_)【} I。u]dr (3．1) 

为例，来说明．Bourgain的Fourier截断方法． 

Bourgain方法的本质是将初始函数分解成高频与低频部分 

( )= 0( )+砂0( )， 0( )= 一 ( 『l∈l Ⅳ)∈S(R。)c月 (R。)． (3．2) 

在I=[0，△ ]上，进行如下操作： 

(a)用自由Schr6dinger群演化高频部分 eitA~0( )． 

(b)用非线性方程来演化低频部分 

uo(t)=en△ 0( )一i／ei(t-~-)△[1uo(t)l。uo(t)]dr． 

(C)证明修正部分 (￡)=u(t)-uo(t)一eitA砂0( )∈H ，这里 (￡)满足的相差方程的Cauchy 

问题： 

ia t w

、

+A =2『 }2 +2 。。)2。+2豇 。+2 } 『2+} }2 ， (
3．3) 【 (0)

= 0， 

或 

(￡)：／ei(t-r) [2[uo(T)t。 +2 0(7_)。。+2 0(7_) 。+2u0(7_)『 『。+『 『。wld7． (3．4) 

这样，可在 [△ ，2AT]进行上述操作，此时 

1 x)=uo(t1)+ (￡1)∈H (R。)， 砂1( )=eitlA~0( )． 

换言之，将修正部分 (等价于解的高频部分中有一些转化到低频部分)加到低频部分后仍有 (X) 

∈H (R0)，此足以保证它经非线性方程演化后仍能获得 日 整体解，相应的高频部分 砂 (X)具 

有与 0( )完全相同的特点，仍可用自由群来演化．如此等等，对任意的T>0，可获得(2．66) 

或 (2．67)在 [0，T]的 日 解． 

定理 3．1[ 】设s> 11，V ( )∈H (R。)，则 (3．1)或(3．2)在 中整体适定． 

注记 3．1 (i)s>80= ， ( )：~(Ix1)∈H ，则 (3．1)或 (3．2)在日 中整体适定，且在 

日 一模意义下散射性结果成立．但对于—般的初始函数，用Bourgain的Fourier截断方法无法 

获得散射性结果． 

(ii)Bourgain方法可以进行的关键在于证明如下估计： 

(￡)一 ∈日 (R。)， s>西11
． (3．5) 
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具体地说，也就是 

t 

S(t—下)I ( )I ( )打 ∈日 ( )， ( )∈日 (R。)， 

故许多非线性色散波方程及波方程 (与非线性项的形式有关)都具有这种类型的光滑效应，例如 

KdV方程， Bo方程， Wave方程， Kein—Gordon方程等，可参见 [15，l7，18，2 7]． 

(iii)并不是所有的发展型方程都具备类同于 (3．6)的光滑效应．例如：对于 Wave映照方程 

Ut

⋯

t-- AU ~--

、

({VU{2--
、 ， 

f：L (3_
7) 【 (0)

：  ( )， ut(O)=妒( )， 

见 Keel-Tao的文章 【15】．再如：对于 Maxwell-Klein—Gordon方程似乎亦没有光滑效应． 

问题 对于不具备形如 (3．6)的光滑效应的波或色散波方程，是否可以研究低正则性问题? 

受 Bourgain的 Fourier截断方法的启示， Tao发明了所谓的 I一能量方法或准能量方法． 

Tao的准能量方法可以用于不具类同于 (3．6)的非线性波 (色散波)方程的低正则性．与此同时， 

即使应用到某些具有光滑效应的方程，亦可以获得更深刻的结果，例如散射性理论． Tao方法 

局限于非线性函数是 U或是U及其导数的多项式的情形． 

Tao的 I-能量方法的核心 

通过光滑算子 ，来梅造解u(t)的光滑部分 满足几乎守恒积分 

E1( )=E1( )+N一 +c(1lvl1日。)， (3．8) 

这里 

Iu： mⅣ(∈) U， mⅣ )=mN(1~1)∈co。(R”)， 

l 1， N， 
m Ⅳ 

t(嵩) 一s，f { 2Ⅳ， 。 mⅣ 3‘g 
其中Ⅳ是充分大的待定常数．可直接验算 

lJ lJ E ( )+lI {li． 

这样，通过准守恒积分、新的Morawetz估计、Scaling技术，连续性方法推出：当 8>80时， 

IlullH 及U的整体时空估计，进而建立 (3．1)或 (3．2)在日。空间的整体适定性及散射性理论． 

Tao的 I．能量方法的关键技术及优势表现在： 

(i)用解的光滑部分所满足的准能量等式来控制低正则性解的 flu(t)fI-e的估计．通过光滑 

解在低能量Sobolov模的具体估计(关于时间变量t的多项式增长估计)，定性地刻画了光滑解的 

能量如何从高频向低频部分的转移． 

(ii)Tao的I一能量方法可以用来处理次临界非线性波或色散波方程的低正则性，在一些特 

殊情形下，比Bourgain的Fourier截断方法更有效．例如： 

(a)就(3．1)而言，用Tao的方法可以获得：当s> 时，日。的整体适定性和 H。散射性 

结果．然而，Bourgain的方法则仅能获得当s>转时，(1)在日 中的整体适定性，无法同时 
获得散射性． 

6  

3  

，l  

n西 

> 

S 
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(b)映射方程整体正则解的存在性 (目标流形是二维球面、具小能量初值)． 

需要指出的是 Tao等数学家利用 Fourier频率分解方法、相空间上的Morawetz估计、Sca1． 

ing技术解决了临界 Schr6dinger方程的 Cauchy问题在能量空间的整体适定性与散射性理论这 
一 公开问题 l5．6]． 

4 PDEs的调和分析方法与经典方法的比较和思考 

抽象的 Segal定理 [32] 考虑抽象发展方程的 Cauchy问题： 

ut+

、

Au= 

、f(u)r， 在基空间 上生成 半群)‘ (4．1) 【
u(o)= ( )∈J[)( )． 、 

如果 

Iif(u)一‘厂( )IID(A) C(1lAullx+}IAvllx)llu—VI[D(A)， (4．2) 

则 (4．1)存在唯一解 u(t) 

u(t)∈ ([0，T )；J[)( ))n ([0，T )； )， (4．3) 

满足如下二择性 

T =。。 (4．4) 

或 

<。。 且 IIAu(t)llx 。。· (4·5) 

注记4．1 对于抛物方程，即当 在 生成解析半群时，Lip条件 (4．2)可以放宽成 

IIf(u)一，( )l1x≤C(IIA1--p l1x+IIA 一~vllx)llu一 l1DfA)． (4．6) 

然而，对一般的发展型方程，若采用抽象的Segal定理，条件 (4．2)无法放宽．一般来说，条件 

(4．2)相当于要求 D(A)构成一个 Banach代数． 

(A)下面以非线性 SchrSdinger方程为例，说明半群方法的局限性．考虑 

iut+ 

(4．7) 【 (0)
= ∈J[)( )， 

取 X=L。(R )，则 D(A)=H (R )，A=一iA，除了要求 ( )∈D(H)=H (R )外，还要验 

证 f(u)满足形如 (4．2)的局部 Lip条件．因此，起码要求 f(u)具有二阶连续导数，但对于形如 

非线性项，当 P一 1时， f(u)不具有二阶连续导数 (在 =0处)．故无法采用抽象的 Segal定 

理． 

调和分析方法．借助于 Strichartz估计，当1<P≤1+ 时，可以在L 一层次上建立 (4．7) 

的局部适定性．具体地说，可以在 

(，)= (，；L2(R ))n n Lq(，； (R ))， ，=[一 ， 】 
(q r)cA 
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来求解 (4．7)．特别，对于1<P<1+ 4，注意到T：T(II~II2)，利用L 一守恒积分，可得整体解 

札@)∈ (R；L (R ))． 

对于P=1+ (L -II缶界增长)，可以获得小解的整体存在性． 

(B)基于有限逼近的紧致陛方法 (如：差分方法，Galerkin方法等)可以在一般条件下研究 

非线性发展方程的定解问题 (特别是初边值问题)解的存在性，但求解时在很弱的框架下进行， 

无法保证解的唯一性．与此同时，具有物理意义的解的优良性质亦很难发现． 

例如： 
f r“tt一△u=r“2 + ， (z，t)∈R3×R，k∈N， 、 

【u(0)： ， ut(0)= ，X∈R ， 

对 V ∈H n L ， ∈L (R。)．采用紧致陛方法，可以证明 (4．8)至少存在一个解 

r“(t)∈( n L。。)((一T， )；H (R。)) 

满足 

Ut(￡)∈( n L。。)((一T， )；L ( )) 

然而，当 2k> 时，无法获得解的唯一陛和正则性。． 

再如：对任意的P>1，考虑 

{釜 入 9 
用紧致性方法，可以在形如 ( n o。)( ；Lp̈ n H )获得 (4．9)弱解的存在性，但是，当P 

1+ 时，唯一陛、连续依赖性无法得到 (最近 Tao等解决了当P=1+ i，Q=R。的情形)． 

研究 PDEs的方法概括的来讲，可分如下两种： 

方法 I：粘性方法 (或有限维逼近)+紧致性原理． 

方法 II：迭代方法 (压缩映射原理)+调和分析技术． 

当然，还有其它方法如：有限差分方法，Glimm’s方法 (处理守恒律方程)．下面来比较上面 

两种方法的特点． 

粘性方法 (或有限维逼近的 Galerkin方法)：在 Fourier空间 (相空间)中来观察，本质上是 

截断频率变量 ，使其限定在一个有界区域内，获得了高频截断演化方程 (粘性化方程)，对所得 

的近似解取极限 (然后取截断频率的半径 r一 +∞)，获得原来问题的解 (可能是非物理的弱解)． 

此方法适用范围：频率之间较少具有相互作用的非线性项．此方法不适用那些高频部分之间相互 

作用产生低频部分 (贡献给波)的情形，这是因为截断方程不能捕获这种相互作用的信息，特别 

是在弱拓扑意义下无法刻画高频部分之间相互作用产生低频部分．事实上，还没有合适的方法适 

用于高频 +高频相互作用大量产生低频的非线性项，即 (high--~low cascade．)．与此相对应的另 
一 个问题是： “low-to—high cascade”现象．可能发生的是：初值的某一个部分脱离高频部分， 

最终导致解 ( ， )产生奇性． 

当截断频率的半径 r一+。。或粘性系数s一0时，高频截断演化方程的解不会产生解的分 

歧或奇性，至／)-x~子序列的极限是如此．然而，所得的解没有捕获得应有的奇性．这是因为：远 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


670 数 学 进 展 36卷 

离无穷的高频部分的能量将在极限过程中消失．这样，就产生了所谓的 

然不满足能量守恒式，然而满足能量不等式 (Fatou’s引理保证)． 

“Ghost Solution”，虽 

此方法的优点是：对非线性项的要求很宽松(非线性程度没有要求)，很容易建立弱解的存在 

性．然而，需要证明所得到的解的唯—性与正则性，以确保它是我们寻求的物理解． 

迭代方法 (压缩映射原理)+调和分析技术 从上面几节的讨论可以看出，此方法可以提供 

解的更多、更精确的控制估计．然而，此方法受限于非线性的增长率．它似乎不适用非线性程度 

过高的非线性项．一般来讲，就 Hamilton型发展方程而言，迭代方法似乎优于粘性方法． 
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The Introduction to Harmonic Analysis M ethod 

for Partial Differential Equations 

MIAO Changxing 

(Institute of Applied Physis and Computational Mathematics，BeUing，100088, R．China) 

Abstract： This survey paper is devoted to discribe the relation between harmonic anal- 

ysis and PDEs．In particular，we emphasize the important role of singular integral operators， 

pesudo-differential operators，Fourier restriction estimates and Fourier frequency decomposition 

in the study of boundary value problem for elliptic equations and Cauchy problem for nonlinear 

evolution equations．W_e also give some analysis and compare to different study methods of par— 

tim differential equations，and point out the advantage and disadvantage of harmonic analysis 

method for partial differeIltial equations．At last．we present some new progress on harmonic 

analysis method for partial difierential equations． 

Key words： partial differential equations；boundary value problem，Cauehy problem； 

singular differential operator；pesduo—differential operator；Fourier frequency decomposition； 

Littlewood．Paley decomposition 
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